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Kurzfassung
Im Rahmen dieser Arbeit wird demonstriert, wie mit Hilfe der Skalierte-Rand-Finite-Elemente-
Methode sowohl die Analyse als auch die Bewertung von 3D-Spannungssingularitäten eﬃzient
durchgeführt werden kann.
Spannungssingularitäten sind Orte mit theoretisch unendlich großer Materialbeanspruchung.
In der Realität können natürlich keine unendlichen Beanspruchungswerte vorliegen, da sie
vorher durch lokale inelastische Verformungen, wie Materialﬂießen oder die Mikrorissbildung,
abgebaut werden. Dennoch stehen Spannungssingularitäten als Idealisierung häuﬁg im Fokus
einer Versagensbewertung hochbelasteter Strukturbauteile.
Diese Arbeit widmet sich einer Untergruppe von Spannungssingularitäten: Punktsingularitäten
(oder auch 3D-Spannungssingularitäten), die ein charakteristisches dreidimensionales Ab-
klingverhalten aufweisen und gleichzeitig Liniensingularitäten enthalten. Liniensingularitäten
existieren beispielsweise entlang von Rissfronten, Kerbfronten oder Kanten von Materialfü-
gungen und treten entsprechend häuﬁg in technischen Anwendungen auf. Im Gegensatz zu
Punktsingularitäten weisen sie ein charakteristisches zweidimensionales Abklingverhalten
auf und werden daher auch als 2D-Spannungssingularitäten bezeichnet. Im Allgemeinen sind
überall dort, wo Liniensingularitäten eine Unstetigkeit erfahren, also beispielsweise an einem
Bauteilrand enden, ihre Richtung ändern oder auf eine andere Liniensingularität treﬀen,
3D-Spannungssingularitäten zu erwarten.
Die Analyse von Spannungssingularitäten stellt sich besonders anspruchsvoll dar, weil hier sehr
hohe Spannungsgradienten abzubilden sind. Gerade in 3D-Problemstellungen führen meist nur
noch numerische Verfahren wie die weit verbreitete Finite-Elemente-Methode (FEM) zu einer
Lösung. Hierbei ergibt sich die Problematik, dass die in der FEM verwendeten, einfachen
Ansatzpolynome diese hohen Gradienten nur unzureichend annähern. Es resultiert eine
verminderte Konvergenzrate und Genauigkeit der numerischen Lösung. Dadurch wird eine sehr
feine Diskretisierung mit sehr vielen Freiheitsgraden notwendig und der Berechnungsaufwand
fällt entsprechend groß aus.
In der vorliegenden Arbeit kommt die semi-analytische Skalierte-Rand-Finite-Elemente-
Methode (engl.: Scaled Boundary Finite Element Method, SBFEM) zur Analyse von 3D-
Spannungssingularitäten zum Einsatz. Sie beinhaltet eine Diskretisierung allein des Gebiets-
randes und bietet eine analytische Betrachtung in der radialen Richtung zur Punktsingularität
hin. Die hohen Gradienten in dieser (radialen) Richtung können so analytisch abgebildet
werden. Um den ebenfalls auftretenden Liniensingularitäten angemessen Rechnung zu tragen,
wird eine angereicherte Formulierung der SBFEM (engl.: enriched SBFEM / enrSBFEM)
vorgeschlagen und in Matlab R© implementiert: Der klassische Separationsansatz für die
Verschiebungen wird hierbei um 2D-Nahfeldlösungen der Liniensingularitäten ergänzt, sodass
auch diese adäquat abgebildet werden. Dadurch werden die gewünschten Konvergenzraten
sowie eine hohe Genauigkeit der Lösung erlangt und der Berechnungsaufwand kann we-
sentlich reduziert werden. Die Entwicklung und Implementierung einer Spannungsglättung,
die der neuen, angereicherten Formulierung der SBFEM angepasst ist, macht die Methode
schließlich zu einem äußerst genauen und eﬃzienten Werkzeug für die Spannungsanalyse
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von Struktursituationen mit 3D-Spannungssingularitäten. Dies wird anhand einiger Beispiele
gezeigt.
Zu einer Einordnung, wie kritisch eine Spannungssingularität zu bewerten ist, können zu-
nächst ihre zugehörigen Singularitätsexponenten herangezogen werden. Diese bestimmen das
charakteristische Abklingverhalten und hängen nur von Geometrie und Materialkennwerten
ab. Die Intensität der Singularität, und damit die eigentliche Höhe der Spannungen in der
Umgebung der Spannungssingularität, wird durch die äußere Belastung festgelegt und stellt
ebenfalls einen Indikator für die Kritikalität einer Spannungssingularität dar. Im Rahmen
dieser Arbeit sind dazu ausführliche Untersuchungen für 3D-Spannungssingularitäten in erstge-
schädigten Faserverbundlaminaten verschiedener Materialeigenschaften und Lagenaufbauten
durchgeführt. Erstgeschädigte Faserverbundlaminate weisen typischerweise Zwischenfaserrisse
und/oder Delaminationen auf, die auf die anisotropen Steiﬁgkeits- und Festigkeitseigenschaf-
ten der Laminatlagen einerseits sowie den geschichteten Aufbau als Laminat andererseits
zurückzuführen sind. Im Speziellen werden Struktursituationen betrachtet, in denen solche
rissähnlichen Defekte aufeinander oder auf einen freien Rand treﬀen. Die Analysen erge-
ben, dass solche Struktursituationen zu 3D-Spannungssingularitäten führen und häuﬁg als
kritischer zu beurteilen sind als die einzelnen Defekte allein.
Die Bewertung spröder Strukturen mit Spannungssingularitäten mittels eines Versagens-
kriteriums, das unmittelbar auf der Verwendung von Spannungssingularitätsexponenten
und der Intensität der Singularitäten basiert, ist zwar möglich, häuﬁg muss ein gefundenes
Kriterium dann aber für neue Lastfälle und Geometriesituationen angepasst werden. Aus
diesem Grund wird ein allgemeineres Kriterium zur Versagensbewertung in Betracht gezogen,
das nur die materialspeziﬁschen Versagensparameter Festigkeit und Bruchzähigkeit erfordert:
ein gekoppeltes Spannungs- und Energiekriterium im Rahmen der Bruchmechanik ﬁniter
Risse. Im Gegensatz zu klassischen, rein spannungsbasierten Festigkeitskriterien ist es in der
Lage, die bei Spannungssingularitäten auftretende Problematik theoretisch unendlich großer
Spannungen durch eine nicht-lokale Auswertung zu umgehen. Gleichzeitig kann es auch auf
andere als die klassische Spannungssingularität an einer Rissfront angewendet werden. Um das
Spannungs-Teilkriterium auswerten zu können, ist stets nur eine Spannungsanalyse notwendig.
Zur Auswertung des Energie-Teilkriteriums sind inkrementelle Energiefreisetzungsraten (bei
Rissentstehung pro neu entstandener Rissﬂäche freigesetzte Energie) für alle kinematisch
zulässigen Risskonﬁgurationen zu bestimmen.
Für die Berechnung der inkrementellen Energiefreisetzungsraten in Abhängigkeit der Riss-
größe wird eine sehr eﬃziente, asymptotische Methode präsentiert. Sie basiert auf der SBFEM
und liefert für die gesuchten Energiefreisetzungsraten eine semi-analytische, matrixbasierte
Reihendarstellung, die die Rissgröße als expliziten Eingangsparameter enthält. Die An-
wendbarkeit und Eﬀektivität dieser Methodik, der enrSBFEM mit Spannungsglättung zur
Auswertung des Spannungs-Teilkriteriums einerseits und der aus der SBFEM abgeleiteten
asymptotischen Methode zur Bestimmung von Energiefreisetzungsraten für die Auswertung
des Energie-Teilkriteriums andererseits, wird schließlich anhand des Beispiels zweier in ei-
nem Faserverbundlaminat aufeinander treﬀender Zwischenfaserrisse unter biaxialer Last
demonstriert.
Abstract
In this work, it is shown how the Scaled Boundary Finite Element Method (SBFEM) can be
employed for the eﬃcient analysis and assessment of 3D stress singularities, and the required
tools are provided.
Stress singularities involve theoretically inﬁnite material stress. But, of course, no material can
sustain inﬁnite stresses so that in real-life applications (locally conﬁned) inelastic deformations
like yielding of the material and nucleation of micro cracks occur. Nevertheless, stress
singularities as an idealization often are in the spotlight of failure assessment of highly
stressed structures.
This work treats a subcategory of stress singularities: point singularities (also called 3D
stress singularities), which exhibit a characteristic three-dimensional decay behavior and at
the same time also exhibit line singularities. Line singularities e. g. occur along crack fronts,
notch fronts and edges of bonded materials and accordingly are very common in engineering
applications. In contrast to point singularities, line singularities show a characteristic two-
dimensional decay behavior. Hence, they are also called 2D stress singularities. Generally, 3D
stress singularities are to be expected wherever line singularities exhibit a discontinuity, like
e.g. ending at a free edge of a corresponding component, abruptly changing their orientation
or meeting another line singularity.
The analysis of stress singularities is particularly demanding, because very high stress gradients
have to be resolved. Especially 3D problems can often only be solved using numerical methods
like the commonly employed and established Finite Element Method (FEM). But the standard
shape functions which are employed in the FEM are not capable of adequately approximating
the high gradients. This results in reduced convergence rates and a reduced accuracy of the
numerical solution, so that a very ﬁne discretization, accompanied by a large computational
eﬀort, becomes necessary.
In this work, the semi-analytical SBFEM is employed for the analysis of 3D stress singularities.
In this method, only the boundary of the considered domain needs to be discretized, while
the solution is considered to be analytical in a radial direction towards the point singularity.
Thus, the high stress gradients in the radial direction can be appropriately reproduced by
analytical functions. To also properly account for the likewise present line singularities, an
enriched formulation of the SBFEM (enrSBFEM) is proposed and implemented in Matlab R©:
The classical separation of variables approach for the displacements is supplemented and
extended by 2D near-ﬁeld solutions of the line singularities, which are determined either by
the purely analytical method of complex potentials or the semi-analytical SBFEM for 2D
problems. As a result the desired, uncorrupted convergence rates as well as a high accuracy
are retrieved and the required computational eﬀort is strongly reduced. Additionally, a
superconvergent patch recovery for the recovery of smoothed and more accurate stresses, that
is adequately adapted to the enrSBFEM, is developed and implemented. It completes the
proposed approach to be an outstandingly eﬃcient tool for the stress analysis of structures
containing 3D stress singularities.
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For a ﬁrst estimate of the criticality of a stress singularity, the associated stress singularity
exponents can be used. These determine the characteristic decay behavior and only depend on
the local geometry and the material involved. The intensity of the singularity is determined
by the external loads and presents a measure for the actual magnitude of stresses in the
immediate vicinity of the singularity. Accordingly, it can also serve as a measure for how
critical a stress singularity is. This work contains a detailed study of 3D stress singularities
in ﬁber-reinforced composite laminates (with respect to singularity exponents and intensity)
considering diﬀerent material properties and laminate lay-ups. Such composite laminates
tend to develop intra- and inter-laminar cracks due to their laminar composition on the one
hand and the highly anisotropic stiﬀness and strength properties of the individual laminate
plies on the other. In particular, structural situations of such crack-like defects meeting each
other or a free edge are considered. They are found to lead to 3D stress singularities that
often are to be classiﬁed as more critical than the single 2D defects.
The assessment of brittle structures which include stress singularities using a failure criterion
that is based on singularity exponents and intensities of the singularities is not very eﬃcient
and eﬀective. A corresponding failure criterion would usually need to be adjusted for diﬀerent
load cases and geometries. As a consequence, a more general, physically-consistent criterion
which is only based on the material properties strength and fracture toughness is employed: a
coupled stress and energy criterion in the framework of Finite Fracture Mechanics. In contrast
to classical, purely stress-based failure criteria, it avoids the diﬃculty of assessing inﬁnite
stresses. At the same time and contrary to purely energy-based criteria, it is not restricted
to be only applied to the classical crack singularity. For the evaluation of the stress criterion,
generally, only one stress analysis calculation is required. However, for the evaluation of
the energy criterion, incremental energy release rates (released energy per newly created
crack surface) need to be calculated for every kinematically admissible crack conﬁguration
(diﬀerent crack orientation, origin, shape).
A very eﬃcient asymptotic method to calculate incremental energy release rates directly as a
function of crack size is presented. It is based on the SBFEM and yields a semi-analytical,
matrix-based exponential series representation. Finally, the applicability and eﬀectiveness
of the overall methodology, using the enrSBFEM with stress smoothing for the evaluation
of the stress criterion and the asymptotic method to eﬃciently determine energy release
rates for the energy criterion evaluation, is demonstrated. To this end, the example of two
intra-laminar cracks meeting in the interface between two laminate plies is considered for the
case of a biaxial tension load in the laminate plane.
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Kapitel 1
Einleitung
1.1 Motivation
Die Bewertung von Strukturen und Bauteilen hinsichtlich ihres Versagens ist wesentlich
für jeden Auslegungsprozess – besonders dann, wenn der Schadensfall schwerwiegende oder
gar katastrophale Konsequenzen zu Folge haben kann (Lancaster, 2005, Yosibash, 2012).
Dies gilt neben anderen Industrien für die Luft- und Raumfahrt, den Fahrzeugbau, aber
auch Behälterbau, Mikrosystemtechnik und Reaktortechnik. Gerade in den erstgenannten,
mobilitätsnahen Industrien spielt neben der zusätzlichen Forderung nach Wirtschaftlichkeit
des Materialeinsatzes die Forderung nach Leichtbau zur Reduktion der Betriebskosten eine
wesentliche Rolle. Im Spannungsfeld dieser einander entgegengesetzten Anforderungen für
Sicherheit einerseits und Wirtschaftlichkeit andererseits nehmen die Disziplinen der Struktur-
und Bruchmechanik einen wichtigen Platz ein.
Die Bruchmechanik stellt Versagenskonzepte zur Verfügung, die zur Versagensbewertung der
zu betrachtenden Bauteile und Strukturen unter den gegebenen Belastungen heranzuziehen
sind. Die Strukturmechanik wiederum liefert eﬃziente Berechnungsverfahren und Modelle für
die Strukturanalyse und damit für die Größen1, die neben den materialspeziﬁschen Versa-
gensparametern2 zur Anwendung der bereitgestellten Versagenskonzepte benötigt werden.
Die Strukturanalyse dient dabei auch dem tieferen Verständnis der betrachteten Struktur-
und Lastsituation – nicht nur hinsichtlich der Versagensneigung, sondern genauso bezüg-
lich Verformbarkeit und Funktionalität, die im Auslegungsprozess genauso eine wesentliche
Rolle spielen. Die Eﬃzienz der zur Verfügung gestellten Berechnungsverfahren begünstigt
Parameterstudien und algorithmische Optimierung. Im Zusammenspiel mit werkstoﬀwissen-
schaftlichen Untersuchungen zur Bestimmung der Versagensparameter erlauben die Modelle
der Struktur- und Bruchmechanik eine bestmögliche Werkstoﬀausnutzung und damit eine
hohe Wirtschaftlichkeit des angestrebten Produktes. Durch Anwendung zuverlässiger Berech-
nungsverfahren und Versagensmodelle kann schließlich die Anzahl notwendiger (und teurer)
Experimente und Tests verringert werden.
Im Fokus dieser Arbeit stehen Strukturen, die sogenannte 3D-Spannungssingularitäten ent-
halten. Spannungssingularitäten treten typischerweise an Punkten mit Diskontinuitäten von
Rändern, Randbedingungen und Materialeigenschaften (z. B. Steiﬁgkeit, Temperaturdehnung,
etc.) auf. Klassische Beispiele für Struktursituationen mit Spannungssingularitäten sind
Risse, Spitzkerben und Mehrmaterialecken (Abb. 1.1, 1.2). Orte in der Struktur, wo eine
1 typischerweise Spannungen, Deformationen, Energiefreisetzungsraten, etc.
2 meist Festigkeit und/oder Bruchzähigkeit
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Abbildung 1.1: Beispiele für zweidimensionale Struktursituationen mit Spannungssingularitäten:
(a) Riss; (b) Spitzkerbe; (c) Laminatrandeﬀekt.
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Abbildung 1.2: Beispiele für dreidimensionale Struktursituationen mit Spannungssingularitäten:
(a) Fichera-Ecke, drei Kerbkanten treﬀen in einem Punkt aufeinander; (b) keilförmiger Riss, Ecke
in der Rissfront; (c) Rand-Riss, Rissfront mündet an einem freien ebenen Rand.
Spannungssingularität existiert, zeichnen sich durch eine formal unendlich große Beanspru-
chung des Materials aus und sind besonders versagenskritisch.3 In der industriellen Praxis
etablierte, spannungsbasierte Festigkeitskriterien, wie das Hauptspannungskriterium, werden
hier bedeutungslos. Sie würden schon für die kleinste denkbare Last Versagen postulieren, was
jedoch der experimentellen Erfahrung widerspricht. Natürlich kann trotzdem kein Material
so hohen Spannungen standhalten. Sie werden unter inelastischen Deformationen4 abgebaut.
Dabei werden die Lasten nur lokal umgelagert und ein vollständiges Versagen bleibt (zu-
nächst) aus. Wenn der Bereich der inelastischen Deformationen klein ist, spricht man von
sprödem Materialverhalten. Beispiele für spröd versagende Strukturen sind Keramiken, viele
Faserverbundlaminate und Strukturklebungen mit hochfesten Klebstoﬀen. Ist der Bereich der
inelastischen Deformationen aufgrund spröden Materialverhaltens hinreichend klein, bleibt
die Spannungslösung nach linearer Elastitzitätstheorie eine gute Näherung. Sie ist ebenfalls
eine gute Näherung, wenn die geometrischen Abweichungen5 von der Struktursituation mit
Spannungssingularität hinreichend klein sind. Die Kenntnis von Spannungssingularitäten
und ihrem Abklingverhalten ist also von zentraler Bedeutung für eine Versagensbewertung
spröder Strukturen.
3 Die mechanischen Spannungen, d.h. die lokale Materialbeanspruchung, werden dort im Rahmen der
linearen Elastizitätstheorie unendlich groß (singulär).
4 z. B. durch plastisches Fließen, Schädigung, Mikrorisse, Porenbildung, etc.
5 Beispielsweise sind Spitzkerben typischerweise nicht gänzlich spitz sondern im Kerbgrund doch in irgend-
einer Form ausgerundet. Dann tritt hier zwar keine Spannungssingularität mehr auf, aber eine hohe
Spannungskonzentration, die ein ähnliches Abklingverhalten aufweist.
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Abbildung 1.3: Erstgeschädigtes Faserverbund-Laminat als Beispiel für Struktursituationen mit
3D-Spannungssingularitäten.
Es wird zwischen Linien- und Punktsingularitäten unterschieden. Liniensingularitäten (2D-
Spannungssingularitäten) beschreiben singuläre Spannungen entlang einer Linie (z. B. einer
Rissfront, Kerbfront, Bimaterialkante am Laminatrand) und sind durch ein spezielles zweidi-
mensionales Abklingverhalten senkrecht zu dieser Linie charakterisiert. Punktsingularitäten
(3D-Spannungssingularitäten) treten beispielsweise an Diskontinuitäten von Liniensingu-
laritäten auf (Abb. 1.2) und sind durch ein spezielles dreidimensionales Abklingverhalten
charakterisiert. Das Abklingen der Spannungen σ mit zunehmendem Abstand r von der
Singularität folgt einem Potenzgesetz und wird maßgeblich durch den sogenannten Span-
nungssingularitätsexponenten 1− λ bestimmt. Die Intensität der Spannungssingularität wird
durch den sogenannten (generalisierten) Spannungsintensitätsfaktor cσ (GSIF) beschrieben.
σ =
cσ
r1−λ
φσ(ϕ, ϑ) .
Die Funktion φσ beschreibt die Variation der Spannungen in den Winkelkoordinate ϕ, ϑ.
Laminatstrukturen weisen durch ihre hohe Anzahl an Materialübergängen naturgemäß viele
Stellen mit potentiell singulären Spannungen auf. Aufgrund ihrer Variabilität und Anpas-
sungsfähigkeit an Strukturanforderungen nimmt ihr industrieller Einsatz stetig zu. Besonders
Faserverbundlaminate und unter ihnen Laminate aus endlosfaserverstärkten Kunststoﬀen
sind aufgrund ihrer hohen speziﬁschen Steiﬁgkeiten und Festigkeiten in der Luft- und Raum-
fahrtindustrie etabliert. Gleichzeitig ist ihre Strukturanalyse und Versagensbewertung wegen
ihres stark anisotropen Materialverhaltens sowie des schichtweisen Aufbaus besonders her-
ausfordernd. So neigen sie zur Rissbildung zwischen den Fasern einzelner Laminatlagen
(Zwischenfaserrisse, ZFR). Auch die Rissbildung in den Grenzﬂächen zwischen den Laminatla-
gen ist ein typischer Versagensfall (Delaminationen, DEL). Schon das ungeschädigte Laminat
enthält durch den Laminatrandeﬀekt Liniensingularitäten entlang der Laminatränder und
Punktsingularitäten an den Laminatecken. Nochmals komplexer stellt sich die Situation in
durch ZFR und/oder DEL erstgeschädigten Laminaten dar. Hier liegen zusätzlich Liniensin-
gularitäten entlang der ZFR und DEL vor. Weiterhin existieren 3D-Spannungssingularitäten
an Punkten, wo ZFR oder DEL auf einen Laminatrand treﬀen (ZFR-Rand, DEL-Rand), oder
wo ZFR auf ZFR oder DEL treﬀen (ZFR-ZFR, ZFR-DEL, Abb. 1.3).
Die Kritikalität einer Spannungssingularität lässt sich bereits mit Kenntnis des GSIF und des
Spannungssingularitätsexponenten grundsätzlich einordnen: Größere Spannungssingularitäts-
exponenten sind weisen auf eine höhere Kritikalität hin. Gleiches gilt für GSIFs. Allerdings
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ist eine Vergleichbarkeit zwischen Spannungssingularitätsexponenten und GSIFs i. A. nicht
mehr gegeben.6
Anhand des Spannungssingularitätsexponenten lassen sich die Spannungssingularitäten weiter
klassiﬁzieren (z. B. Leguillon u. Sanchez-Palencia (1999)):
klassisch : Re(λ) = 1/2 bzw. Re(1−λ) = 1/2 −→ G > 0 ,
schwach : 1/2 <Re(λ) < 1 bzw. 0 <Re(1−λ) < 1/2 −→ G = 0 ,
stark : 0 <Re(λ) < 1/2 bzw. 1/2 <Re(1−λ) < 1 −→ G →∞ .
Die klassische Rissspitzensingularität tritt typischerweise bei Rissen in homogenen Materialien
oder bei Grenzﬂächenrissen auf. G stellt die diﬀerentielle Energiefreisetzungsrate dar, die im
Rahmen des sogenannten Griﬃth-Kriteriums verwendet wird, um die energetische Zulässigkeit
von Risswachstum und damit einen Versagensfortschritt vorherzusagen.7 Dazu wird G mit
einem experimentell ermittelten Vergleichswert, dem Materialparameter Bruchzähigkeit Gc,
verglichen
G = Gc .
Es ist oﬀensichtlich, dass das Griﬃth-Kriterium bei starken wie schwachen Spannungssingula-
ritäten, genauso wie spannungsbasierte Festigkeitskriterien, nicht mehr sinnvoll anwendbar ist.
Eine allgemeingültige Versagensbewertung dieser nicht-klassischen Spannungssingularitäten
ist Gegenstand aktueller Forschung.
Ein Bewertungskonzept, das sich bereits in vielen Fällen für schwache Spannungssingularitäten
sowie nicht-singuläre Spannungskonzentrationen bewährt hat, ist das gekoppelte Spannungs-
und Energiekriterium im Rahmen der Bruchmechanik ﬁniter Risse (Leguillon, 2002, Hashin,
1996). Es postuliert die instantane Entstehung eines Risses ﬁniter Größe, wenn der gesamte
Bereich, auf dem der Riss entstehen soll, nach dem Spannungskriterium überbeansprucht und
zusätzlich dieser Riss nach dem Energiekriterium energetisch zulässig ist. Zur Bestimmung, ob
das Spannungskriterium erfüllt ist, reicht eine Spannungsanalyse der ungerissenen Struktur.
Zur Überprüfung der energetischen Zulässigkeit ist jedoch im Allgemeinen auch jede mögliche
gerissene Strukturkonﬁguration zu berücksichtigen, wodurch die Auswertung des gekoppelten
Kriteriums bei einer entsprechenden Anzahl zu berücksichtigender Rissvarianten (Ort, Geome-
trie, Abmessungen) sehr aufwendig werden kann. Dies gilt für dreidimensionale Betrachtungen
noch mehr als für zweidimensionale, sodass hier eﬃziente Berechnungsverfahren besonders
gefragt sind.
Die Finite-Elemente-Methode (Bathe, 2004, Zienkiewicz et al., 2013) ist ein sehr vielseitig
einsetzbares Werkzeug zur Analyse von Randwertproblemen der Elastizitätstheorie und in
der industriellen Praxis weit verbreitet. In ihrer klassischen Form, mit Diskretisierung in
allen Modelldimensionen und ausschließlichem Einsatz von Lagrange-Polynomen als Ansatz-
funktionen, weist sie bei der Lösung von Randwertproblemen mit Spannungssingularitäten
jedoch Deﬁzite auf: Sie kann die Spannungsgradienten nahe der Spannungssingularitäten nur
unzureichend annähern, was in verschlechtertem Konvergenzverhalten sowie verminderter
Genauigkeit resultiert. Der simpelste, aber gleichzeitig auch recht aufwendige Lösungsansatz
beinhaltet eine einfache Verfeinerung der Diskretisierung zur Spannungssingularität hin.
6 Zwei unterschiedliche Strukturen und Lastfälle können also bei gleichzeitig unterschiedlichen Spannungs-
singularitätsexponenten und GSIFs nicht sinnvoll verglichen werden.
7 Bei der Versagensbewertung von Rissen scheitern spannungsbasierte Festigkeitskriterien, da entlang der
Rissfront eine Spannungssingularität vorliegt.
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Einen besonders eleganten und eﬃzienten Ansatz für die Analyse von zweidimensionalen
Problemstellungen mit Spannungssingularitäten bietet die semi-analytische Skalierte-Rand-
Finite-Elemente-Methode (engl.: Scaled Boundary Finite Element Method, SBFEM) nach
Song u. Wolf (1997), Wolf (2003). Sie ist eine spezielle Finite-Elemente-Methode, in der nur in
den Randkoordinaten eines Gebietes diskretisiert wird, während das Verhalten der Feldgrößen
in einer radialen Richtung analytisch abgebildet wird. Somit wird die Notwendigkeit einer
besonders feinen Diskretisierung in radialer Richtung zur angemessenen Annäherung der
hohen Spannungsgradienten umgangen.
In Struktursituationen mit 3D-Spannungssingularitäten, die auch Liniensingularitäten enthal-
ten, verlaufen diese Linien mit singulären Spannungen selbst in radialer Richtung8 und ihr
2D-Abklingverhalten (senkrecht zur radialen Richtung) ist von der Diskretisierung in den
Randkoordinaten abzubilden. Dann treten ähnliche Deﬁzite zu Tage, wie sie bei der klassi-
schen FEM-Formulierung zu beobachten sind. Der einfache Lösungsansatz einer Verfeinerung
der Diskretisierung in den Randkoordinaten ist in der SBFEM aber besonders aufwendig, da
hier ein Eigenwertproblem zu lösen ist, dessen Berechnungsaufwand kubisch mit der Anzahl
an Modellfreiheitsgraden steigt. Somit geht im 3D-Fall der wesentliche Vorteil der Methode,
die hohen Spannungsgradienten um Spannungssingularitäten rein analytisch abbilden zu
können, in Teilen verloren.
1.2 Aufbau und Ziel der Arbeit
Das Ziel dieser Arbeit ist die Bereitstellung eﬃzienter Werkzeuge zur Analyse sowie Versagens-
bewertung von 3D-Spannungssingularitäten. Die Basis in der Entwicklung dieser Werkzeuge
stellt die Skalierte Rand-Finite-Elemente-Methode (SBFEM) dar. Der Fokus soll auf der
Betrachtung von Punktsingularitäten an sich treﬀenden Liniensingularitäten in spröden
Faserverbundlaminaten liegen. Hierfür sind einerseits Spannungssingularitätsexponenten
und zugehörige Deformationen zu bestimmen, um die gewählten Struktursituationen einem
tieferen Verständnis zugänglich zu machen. Andererseits sind generalisierte Spannungsintensi-
tätsfaktoren (GSIFs) für ausgewählte Lastsituationen zu berechnen.
Weiterhin wird eine Methodik für eine allgemeingültigere Bewertung der Kritikalität von
3D-Spannungssingularitäten angestrebt. Dies soll anhand des gekoppelten Spannungs- und
Energiekriteriums im Rahmen der Bruchmechanik ﬁniter Risse erfolgen. Dazu sind zunächst
eﬃziente Verfahren der Spannungsanalyse an 3D-Spannungssingularitäten im Kontext der
SBFEM bereitzustellen. Insbesondere soll sich der Problematik der Eﬃzienzeinbußen, die
aus der notwendigen Abbildung der vorhandenen Liniensingularitäten im 3D-Problem folgen,
angenommen werden. Zur Auswertung des Energieteilkriteriums ist eine eﬃziente Methodik
zur Betrachtung einer Vielzahl möglicher Risskonﬁgurationen und zur Berechnung zugehöri-
ger Energiefreisetzungsraten bereitzustellen. Schließlich ist das gekoppelte Spannungs- und
Energiekriterium anhand einer Beispielsituation auszuwerten und Vorzüge sind aufzuzeigen.
In Kapitel 2 werden zunächst die theoretischen Grundlagen der linearen Elastizitätstheorie so-
wie der Festigkeits- und Bruchmechanik eingeführt. Sie umfassen einerseits spannungsbasierte
Festigkeitskriterien, darunter moderne Versagenskriterien für Faserkunststoﬀverbunde, und
eine Darstellung zu asymptotischen Nahfeldern sowie Spannungssingularitäten. Andererseits
wird in die lineare Bruchmechanik sowie die Bruchmechanik ﬁniter Risse eingeführt und dabei
8 sofern diese Linien gerade sind und ihre Richtung nur an der Punktsingularität ändern
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eine ausführliche energetische Betrachtung von schwachen sowie starken Spannungssingulari-
täten durchgeführt. Schließlich erfolgt eine Darstellung der Finite-Elemente-Methoden. Dabei
werden ausführliche Angaben zur Prozedur der Spannungsglättung, zu Fehlerkonvergenz in
Gegenwart von Spannungssingularitäten und zu Anreicherungsmethoden für die Verbesserung
der Konvergenzeigenschaften gemacht.
Kapitel 3 stellt den aktuellen Stand der Forschung bezüglich der Analyse und Bewertung von
3D-Spannungssingularitäten umfassend dar. Dabei spielen numerische und semi-analytische
Methoden eine wesentliche Rolle. Es wird ein Überblick über diese Methoden sowie deren
Vor- und Nachteile gegeben. Dabei wird ausführlich auf die Deﬁzite bei der Berücksichtigung
von Spannungssingularitäten, besonders der rein numerischen Methoden, und mögliche
Lösungswege eingegangen. Ebenso werden Bewertungskonzepte für spröde Strukturen mit
Spannungssingularitäten und deren Anwendung diskutiert.
In Kapitel 4 wird die SBFEM ausführlich als spezielle Finite-Elemente-Methode dargestellt
und hinsichtlich ihrer Vor- und Nachteile diskutiert. Es werden diverse Defektinteraktionen
in erstgeschädigten Faserverbundlaminaten bezüglich ihrer asymptotischen Nahfelder un-
tersucht und anhand der gefundenen Spannungssingularitätsexponenten hinsichtlich ihrer
Kritikalität eingeordnet. Die Betrachtung von 3D-Problemen erfordert mitunter eine starke
Verfeinerung der Gebietsranddiskretisierung. Schließlich wird ein vollständiges Randwertpro-
blem eines [0◦/90◦]- sowie eines [0◦/45◦]-Zweilagenlaminats aus kohlenstoﬀfaserverstärktem
Kunststoﬀ (CFK) für verschiedene Belastungen gelöst und daraus resultierende generalisierte
Spannungsintensitätsfaktoren (bzw. äquivalente modale Wichtungsfaktoren) angegeben.
Kapitel 5 ist der Behebung der Deﬁzite der klassischen SBFEM-Formulierung bezüglich Kon-
vergenz und Genauigkeit bei 3D-Randwertproblemen mit Spannungssingularitäten gewidmet.
Es wird eine neue Formulierung der SBFEM für 3D-Probleme vorgestellt, die diese Deﬁzite
durch eine Anreicherung des Separationsansatzes sehr eﬃzient behebt. Dabei wird auch auf
die Bestimmung der Anreicherungsfunktionen eingegangen und dargestellt, wie die Interaktion
von 2D- und 3D-Singularitäten in der vorgeschlagenen Formulierung besonders gut ersichtlich
wird. Die Konvergenzeigenschaften der neuen Formulierung der SBFEM (enrSBFEM, enriched
SBFEM) werden ausführlich anhand diverser Beispiele – isotrop wie anisotrop – untersucht
und mit der klassischen Formulierung verglichen. Schließlich wird eine geeignet modiﬁzierte
Prozedur zur Spannungsglättung präsentiert und deren Vorteile werden herausgestellt.
Kapitel 6 befasst sich mit der näherungsweisen, asymptotischen Lösung von Randwertproble-
men, die sowohl einen Außen- als auch einen Innenrand beinhalten, im Rahmen der SBFEM
(Zwei-Rand-Problem der SBFEM). Das zugrundeliegende Prinzip wird zunächst anhand des
einfachen und noch rein analytisch betrachtbaren Beispiels einer Hohlkugel unter Außendruck
dargelegt und im Anschluss für die Anwendung der SBFEM verallgemeinert. Dieses Prinzip
führt auf matrixbasierte Reihendarstellungen für die Problemgrößen (z. B. Verschiebungen,
Formänderungsenergie), die explizit vom Innenrand-Außenrand-Verhältnis abhängen. Es wird
aufgezeigt, wie diese Zusammenhänge zur eﬃzienten Bestimmung von Energiefreisetzungsra-
ten an Spannungssingularitäten genutzt werden können.
Die vorgeschlagenen Berechnungsansätze aus Kapitel 5 und Kapitel 6 werden in Kapitel
7 zu einem Bewertungskonzept im Rahmen der Bruchmechanik ﬁniter Risse zusammenge-
führt. Daraus wird die Materialanstrengung durch Anwendung eines geeigneten Spannungs-
Teilkriteriums bestimmt. Im Anschluss werden, unter einer ausführlichen Diskussion zu
Annahmen bezüglich der Rissgeometrie im Versagensfall, Struktursituationen mit verschie-
denen Rissgrößen untersucht, die Konvergenz der Lösung betrachtet und die Wertigkeit
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asymptotischer Näherungslösungen diskutiert. Schließlich werden Energiefreisetzungsraten
berechnet und anhand detaillierter Finite-Elemente-Analysen veriﬁziert, bevor zum Abschluss
des Kapitels eine Versagensvorhersage mittels des gekoppelten Spannungs- und Energiekrite-
riums erfolgt.
Die Arbeit schließt mit Kapitel 8, das eine Zusammenfassung der Ergebnisse sowie einen
Ausblick auf mögliche Folgearbeiten enthält.

Kapitel 2
Theoretische Grundlagen
2.1 Grundlagen der linearen Elastizitätstheorie
In diesem Kapitel werden die Grundlagen für die Analyse der Beanspruchungen und Defor-
mationen elastischer Strukturen bereitgestellt. Ziel dieses Kapitels ist es eine Einführung in
die Thematik zu geben sowie eine einheitliche Nomenklatur einzuführen. Eine detailliertere
Darstellung ﬁndet sich beispielsweise in Becker u. Gross (2002), Mittelstedt u. Becker (2016),
Klingbeil (1966), Bathe (2004), Zienkiewicz et al. (2013).
2.1.1 Grundgleichungen
Ein Körper (Gebiet) Ω kann durch Oberﬂächenkräfte t und Volumenlasten f belastet sein.
Beide sind im Allgemeinen vektorielle Größen. Dabei können Oberﬂächenkräfte auf der
gesamten Oberﬂäche Γ= ∂Ω oder auch nur auf einer Teilﬂäche Γt wirken. Weiterhin können,
insbesondere bei statischen Problemstellungen, auf der Körperoberﬂäche Γu (Gesamtﬂäche
oder auch nur Teilﬂächen) Verschiebungen vorgeschrieben sein. Die Deﬁnition des vollständigen
Randwertproblems für einen belasteten, elastischen Körper ergibt sich weiter durch die
Forderung nach Erfüllung der Feldgleichungen:
• Die Gleichgewichtsbedingungen in statischen Problemstellungen entsprechen der Forde-
rung nach im Gleichgewicht stehender Kraftgrößen. Im Fall dynamischer Problemstel-
lungen treten die Bewegungsgleichungen an die Stelle der Gleichgewichtsbedingungen.
• Die kinematischen Beziehungen verknüpfen die Verschiebungs- und Deformationsgrößen.
Über sie werden auch die Verschiebungsrandbedingungen mit den Deformationsgrößen
des Körpers in Zusammenhang gesetzt.
• Die konstitutiven Gleichungen geben schließlich einen Zusammenhang zwischen den
Deformationsgrößen und den inneren Kraftgrößen an.
In dieser Reihenfolge werden die Grundgleichungen der linearen Elastizitätstheorie im Fol-
genden eingeführt.
Spannungen und Gleichgewichtsbedingungen
Die Belastung eines Körpers ruft innere Kräfte FAσi hervor, die bezogen auf die Fläche Aσ
eines gedachten Schnittes durch den Körper ein Maß für die Beanspruchung der Struktur
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darstellen. Im Grenzfall einer gegen null strebenden Schnittﬂäche Aσ → 0 erhält man den
mechanischen Spannungsvektor
t = lim
Aσ→0
FAσi
Aσ
.
Dieser ist außer vom Belastungszustand des Körpers und dem betrachteten materiellen Punkt
mit Koordinaten x im kartesischen Koordinatensystem auch noch von der Richtung der
Schnittnormalen n abhängig. Der Cauchysche Spannungstensor σ(x) ist ein Tensor zweiter
Stufe und beschreibt den Beanspruchungszustand des belasteten Körpers dann unabhängig von
der betrachteten Schnittrichtung n. Als Tensor zweiter Stufe sind einer Spannungskomponente
σji (i, j = 1, 2, 3) immer zwei Richtungen zugeordnet: die Schnittrichtung (erster Index) sowie
die Richtung der Spannungsvektorkomponente in diesem Schnitt (zweiter Index)1
σ = σji ej ⊗ ei . (2.1)
Hierin stellen ej und ei jeweils Einheitsvektoren der Länge eins im gegebenen Koordina-
tensystem dar und „⊗“ beschreibt das dyadische Produkt. Entsprechend schreiben sich die
Komponenten im kartesischen x,y,z-Koordinatensystem
[σji] =
σ11 σ12 σ13σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33
 =
σxx σxy σxzσyx σyy σyz
σzx σzy σzz
 , (2.2)
wobei aufgrund der Forderung nach Erfüllung des lokalen Momentengleichgewichts
σij = σji
gilt, sodass anstatt neun nur sechs unabhängige Spannungskomponenten existieren. Der
Cauchysche Spannungstensor ist also symmetrisch. Die Diagonalelemente werden Normal-
spannungen genannt, die Übrigen auch als Schubspannungen bezeichnet und alternativ
τxy, τxz, τyz geschrieben.
Mit Hilfe des Cauchyschen Theorems kann der Spannungsvektor t in einem beliebigen
Schnitt mit der Schnittnormalen n (Komponenten nk und Vektorlänge ‖n‖ = 1) aus dem
Spannungstensor durch die Bildung des verjüngenden Produktes bestimmt werden
t = n · σ = nkσji ek · ej ⊗ ei = nkσjiδkj ei = njσji ei . (2.3)
Der Wechsel der Basis des Spannungstensors aus einem x,y,z-Koordinatensystem mit Ein-
heitsvektoren ei in ein gedrehtes x¯,y¯,z¯-Koordinatensystem mit Einheitsvektoren e¯k erfolgt
durch Tensortransformation (i, j, k, l = x, y, z)
σ = σji ej ⊗ ei = σ¯lk e¯l ⊗ e¯k −→ σ¯lk = σji e¯l · ej ⊗ ei · e¯k = σjiRljRik . (2.4)
Bei Anordnung der Spannungskomponenten in der Voigt-Notation, d. h. in einem Spaltenvek-
tor
σ = [σxx, σyy, σzz, τyz, τxz, τxy]
T , (2.5)
kann die Tensortransformation mittels einer Matrixmultiplikation
σ¯ = Tσ(e¯k, ei)σ (2.6)
1 Dabei gelte die Einsteinsche Summenkonvention, wonach über zwei gleiche Indizes summiert wird:
σji ej ⊗ ei ≡
∑3
j=1
∑3
i=1 σji ej ⊗ ei.
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mit der Transformationsmatrix
Tσ =

R211 R
2
12 R
2
13 2R12R13 2R11R13 2R11R12
R221 R
2
22 R
2
23 2R22R23 2R21R23 2R21R22
R231 R
2
32 R
2
33 2R32R33 2R31R33 2R31R32
R21R31 R22R32 R23R33 R22R33 +R23R32 R21R33 +R23R31 R21R32 +R22R31
R11R31 R12R32 R13R33 R12R33 +R13R32 R11R33 +R13R31 R11R32 +R12R31
R11R21 R12R22 R13R23 R12R23 +R13R22 R11R23 +R13R21 R11R22 +R12R21
. (2.7)
durchgeführt werden.
Für jeden Spannungszustand existiert ein Hauptachsensystem ehi , in dem die Schubspannungen
verschwinden und nur noch die Hauptspannungen σ1, σ2, σ3 mit σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 verbleiben.
Die Hauptspannungen stellen die Eigenwerte des Spannungstensors dar und berechnen sich
zusammen mit den Hauptrichtungen aus
(σ − σI)eh = 0 , (2.8)
wobei I den Einheitstensor zweiter Stufe darstellt. Das Gleichungssystem hat nichttriviale
Lösungen, wenn die Koeﬃzientendeterminante verschwindet, was auf das charakteristische
Polynom
σ3 − Iˆ1σ2 − Iˆ2σ − Iˆ3 = 0 (2.9)
mit den Invarianten des Spannungstensors in Hauptspannungen
Iˆ1 = σ1 + σ2 + σ3 , Iˆ2 = −(σ1σ2 + σ2σ3 + σ1σ3) , Iˆ3 = det(σ) (2.10)
führt. Analog können auch Hauptschubspannungen ermittelt werden, allerdings sind die
Normalspannungen in den entsprechenden Schnitten im Allgemeinen nicht null. Sie ergeben
sich jeweils in den Schnittrichtungen, die gegenüber den Hauptachsenrichtungen um 45◦
gedreht sind, zu:
τ1 =
σ1 − σ3
2
, τ2 =
σ1 − σ2
2
, τ3 =
σ2 − σ3
2
. (2.11)
Die Gleichgewichtsbedingungen geben eine physikalische Beziehung für die Schnittkräfte an
einem inﬁnitesimalen Körpervolumen an. Unter der Berücksichtigung von Volumenkräften f
ergeben sich folgende Diﬀerentialgleichungen für die Spannungsfelder:
∂σji
∂xj
+ fi = 0 . (2.12)
Diese lokale Formulierung des Kräftegleichgewichts ist im Allgemeinen statisch unbestimmt, da
sie sechs unbekannte Spannungen enthält, aber nur drei Diﬀerentialgleichungen zur Verfügung
stellt, sodass weitere physikalische Beziehungen zur Lösung des allgemeinen elastostatischen
Randwertproblems notwendig sind.
Verzerrungen und Kinematik
Aus den inneren Kräften im belasteten Körper resultieren Deformationen, die sich in Verschie-
bungen der materiellen Punkte ausdrücken. Die Beanspruchung eines Materials ist jedoch
nicht direkt von der Größe der Verschiebungen sondern von den relativen Verschiebungen
benachbarter materieller Punkte abhängig. Diese benachbarten materiellen Punkte werden zu
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einem inﬁnitesimalen Linienelement zusammengefasst, dessen Deformation vollständig durch
Rotations- und Verzerrungstensoren beschrieben werden kann. Im Falle kleiner Deformationen
und auch Rotationen ist der inﬁnitesimale (oder auch linearisierte) Verzerrungstensor zur
Beschreibung hinreichend. Er ergibt sich aus dem symmetrischen Anteil des Verschiebungs-
gradienten mit den zugeordneten Richtungen ei (Ausrichtung des Linienelements) und ej
(Richtung der relativen Verschiebung). Damit gibt der Verzerrungstensor die Längenänderung
des Linienelements oder die halbe Winkeländerung zwischen zwei senkrecht aufeinander
stehenden Linienelementen an
ε = εij ei ⊗ ej , [εij] =
ε11 ε12 ε13ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33
 =
εxx εxy εxzεyx εyy εyz
εzx εzy εzz
 . (2.13)
Die Diagonalelemente enthalten die Dehnungen der entsprechend orientierten Linienelemente.
In Abhängigkeit der übrigen Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors lassen sich
die sogenannten technischen Gleitungen oder Schubverzerrungen γxy = 2εxy, γxz = 2εxz,
γyz = 2εyz angeben.
Der Wechsel der Basis des Verzerrungstensors aus einem x,y,z-Koordinatensystem mit Ein-
heitsvektoren ei in ein gedrehtes x¯,y¯,z¯-Koordinatensystem mit Einheitsvektoren e¯k erfolgt
wieder durch Tensortransformation. Bei Verwendung der Voigt-Notation
ε = [εxx, εyy, εzz, γyz, γxz, γxy]
T (2.14)
kann dementsprechend wieder eine Transformationsmatrix Tε deﬁniert werden:
ε¯ = Tε ε , (2.15)
Sie ist der Transformationsmatrix Tσ des Spannungstensors sehr ähnlich und hängt mit ihr
wie folgt zusammen:
T−1σ = T
T
ε . (2.16)
Wie für den Spannungstensor lassen sich auch für den Verzerrungstensor Hauptdehnungen
ε1 > ε2 > ε3 mit entsprechenden Hauptrichtungen durch Lösung eines Eigenwertproblems
bestimmen, sowie eine additive Zerlegung des Tensors in einen volumetrischen sowie einen
Gestaltänderungsanteil vollziehen
ε = εmI+ εdev mit εm = εii/3 . (2.17)
Die kinematischen Beziehungen zwischen Verschiebungsfeld u(x) und Verzerrungsfeld ε(x)
entsprechen, wie oben erwähnt, der Bildung des symmetrischen Anteils des Verschiebungsgra-
dienten. Somit ist der Verzerrungstensor wie der Spannungstensor symmetrisch und besitzt
zunächst sechs unabhängige Komponenten. In Indexschreibweise lauten sie
εij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
. (2.18)
Da die sechs unabhängigen Komponenten mit Hilfe der kinematischen Beziehungen aus nur drei
Verschiebungsgrößen abgeleitet werden können, müssen bei unbekannten Verschiebungsgrößen
Kompatibilitätsbedingungen für die sechs Verzerrungskomponenten vorliegen:
∂2εij
∂xk∂xl
+
∂2εkl
∂xi∂xj
− ∂
2εik
∂xj∂xl
− ∂
2εjl
∂xi∂xk
= 0 (2.19)
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Drei unabhängige, daraus ableitbare Kompatibilitätsbedingungen sind:
∂2εxx
∂y2
+
∂2εyy
∂x2
− ∂
2γxy
∂x∂y
= 0 , (2.20)
∂2εxx
∂z2
+
∂2εzz
∂x2
− ∂
2γxz
∂x∂z
= 0 , (2.21)
∂2εyy
∂z2
+
∂2εzz
∂y2
− ∂
2γyz
∂y∂z
= 0 . (2.22)
Elastizitätsgesetz
Zur Verbindung von kinematischen Größen und Kraftgrößen ist ein Materialgesetz notwendig.
Im Falle ideal-elastischen Materialverhaltens ist der Spannungszustand unabhängig von
der Belastungsgeschichte und wird eindeutig durch den Deformationszustand festgelegt.
Dabei können Spannungen und Verzerrungen auf ein speziﬁsches elastisches Potential U
zurückgeführt werden, sodass für sein totales Diﬀerential dU gilt
dU = σijdεij =
∂U(εij)
∂εij
dεij . (2.23)
Im Rahmen dieser Arbeit wird sich auf linear-elastisches Materialverhalten beschränkt. Das
entsprechende Elastizitätsgesetz wird auch Hookesches Gesetz genannt und ergibt sich zu
σij = cijklεkl mit cijkl =
∂σij
∂εkl
=
∂U
∂εij∂εkl
=
∂U
∂εkl∂εij
=
∂σkl
∂εij
= cklij . (2.24)
Hierin sind cijkl die Komponenten des symmetrischen Steiﬁgkeitstensors, welcher ein Tensor
vierter Stufe ist. Weitere Symmetrien des Steiﬁgkeitstensors ergeben sich aus der Symmetrie
des Spannungs- und Verzerrungstensors
cijkl = cjikl = cijlk , (2.25)
sodass von ursprünglich 81 Komponenten des Elastizitätstensors (i, j, k, l = 1, 2, 3) nur noch
21 unabhängige Materialkonstanten übrig bleiben. In Voigt-Notation ergibt sich für ein
linear-elastisches anisotropes Material das Hookesche Gesetz zu
σxx
σyy
σzz
τyz
τxz
τxy
 =

C11 C12 C13 C14 C15 C16
C22 C23 C24 C25 C26
C33 C34 C35 C36
C44 C45 C46
C55 C56
sym. C66


εxx
εyy
εzz
γyz
γxz
γxy
 bzw. σ = C ε (2.26)
mit der symmetrischen Steiﬁgkeitsmatrix C. Unter Verwendung der ebenfalls symmetrischen
Inversen C−1 der Steiﬁgkeitsmatrix, die Nachgiebigkeitsmatrix S genannt wird, lässt sich
das Elastizitätsgesetz auch folgendermaßen schreiben:
ε = C−1 σ = S σ . (2.27)
Die verwendeten Materialien der meisten technischen Anwendungen sind nicht vollstän-
dig anisotrop, sondern weisen Materialsymmetrien auf, wodurch die Anzahl notwendiger,
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unabhängiger Steiﬁgkeitsparameter weiter sinkt und viele Steiﬁgkeitseinträge in C unter
geeigneter Koordinatensystemorientierung verschwinden. Praktisch besonders relevante Fälle
sind orthotropes Materialverhalten, transversal isotropes Materialverhalten und isotropes
Materialverhalten.
Orthotropes Materialverhalten mit drei senkrecht aufeinanderstehenden Symmetrieebenen und
neun unabhängigen Elastizitätskonstanten liegt beispielsweise bei bestimmten aus Fasergewe-
ben gefertigten Faser-Kunststoﬀ-Verbunden vor. Stehen die Symmetrieebenen senkrecht auf
den Achsen eines kartesischen x1,x2,x3-Koordinatensystems, kann die Nachgiebigkeitsmatrix
mit den 12 Ingenieurkonstanten E1, E2, E3 (Elastizitätsmoduli), G12, G13, G23 (Schubmoduli)
sowie ν12, ν21, ν13, ν31, ν23, ν32 (Querkontraktionszahlen) folgendermaßen angegeben werden
S =

1/E1 −ν21/E2 −ν31/E3 0 0 0
−ν12/E1 1/E2 −ν32/E3 0 0 0
−ν13/E1 −ν23/E2 1/E3 0 0 0
0 0 0 1/G23 0 0
0 0 0 0 1/G13 0
0 0 0 0 0 1/G12
 , (2.28)
wobei aufgrund der Symmetrie der Nachgiebigkeitsmatrix folgende drei Beziehungen zwischen
den Ingenieurkonstanten gelten müssen, sodass nur neun Unabhängige verbleiben:
ν12E2 = ν21E1 , ν13E3 = ν31E1 , ν23E3 = ν32E2 . (2.29)
Bei transversal isotropem Materialverhalten liegen zusätzlich beliebig viele um eine Achse
orientierte Symmetrieebenen und damit nur noch fünf unabhängige Elastizitätskonstanten vor.
Diese Achse wird bei den für diese Arbeit besonders relevanten unidirektional faserverstärkten
Kunststoﬀen durch die Faserorientierungen gebildet. Sind die Fasern in x1-Richtung orientiert,
gelten zwischen den Ingenieurkonstanten folgende vier zusätzliche Beziehungen, sodass nur
fünf unabhängige Elastizitätskonstanten verbleiben.
E2 = E3 , G12 = G13 , ν12 = ν13 , G23 =
E3
2(1 + ν23)
(2.30)
Isotropes Materialverhalten ist schließlich das in technischen Anwendungen wohl am häuﬁgs-
ten vorkommende. Es ist gegenüber einer beliebigen Rotation des Bezugssystems invariant
und lässt sich durch zwei unabhängige Elastizitätskonstanten beschreiben: einen Elastizi-
tätsmodul E und eine Querkontraktionszahl ν. Der Schubmodul berechnet sich wie G23 bei
gegenüber der x1-Achse transversal isotropem Materialverhalten aus Elastizitätsmodul und
Querkontraktionszahl zu
G =
E
2(1 + ν)
. (2.31)
Im Elastizitätsgesetz sind auch Eigendehnungen zu berücksichtigen. Diese können z. B. auf-
grund chemischen Schrumpfes oder Feuchte- und Temperaturänderungen auftreten. Hier
seien, stellvertretend für alle anderen, Temperaturdehnungen betrachtet. Sie werden durch
entsprechende Ausdehnungskoeﬃzienten αTij (i, j = 1, 2, 3), die in der linearen Theorie als
konstant angenommen werden, und die von einer Ausgangstemperatur T0 ausgehende Tempe-
raturänderung ∆T = T − T0 beschrieben. Die Gesamtverzerrungen ergeben sich also additiv
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Abbildung 2.1: Beispielhafte Darstellung eines elastischen Gebiets Ω mit Berandung Γ = ∂Ω und
unter der Belastung von Oberﬂächenkräften t∗ auf dem Teilrand Γt und Volumenkräften f . Auf
dem Teilrand Γu sind Verschiebungen u∗ vorgeschrieben. Es gilt Γ = Γu ∪ Γt.
aus dem mechanischen Verzerrungsanteil εm und dem Verzerrungsanteil aufgrund Tempera-
turänderung εT. Das um Temperaturdehnungen ergänzte Elastizitätsgesetz in Voigt-Notation
lautet dann mit αT = [αT11, αT22, αT33, αT23, αT13, αT12]T
ε = εm + εT = S σ +αT∆T . (2.32)
Bei orthotropen Werkstoﬀen vereinfacht sich der temperaturbedingte Anteil insofern, dass
αT23 = αT13 = αT12 = 0 sind. Bei transversal isotropen Werkstoﬀen mit obiger Wahl des
Koordinatensystems ist außerdem αT22 = αT33.
Formulierung des Randwertproblems
Zur Lösung eines Randwertproblems der linearen Elastizitätstheorie auf einem Gebiet Ω
(Abb. 2.1) sind die bisher vorgestellten Feldgleichungen (Gleichgewichtsbedingungen (2.12),
Kinematik (2.18) und Elastizitätsgesetz (2.24)) essentiell. Sie bestimmen den Verlauf der
Zustandsgrößen Verschiebungen ui, Verzerrungen εij und Spannungen σij im Inneren des
Gebiets. Dabei sind alle Feldgleichungen der linearen Elastizitätstheorie lineare Gleichungen
mit konstanten Koeﬃzienten. Daher gilt das Superpositionsprinzip, wonach die Summe zweier
Lösungen der Feldgleichungen wiederum eine Lösung derer darstellt.
Die Lösung des statischen Randwertproblems lässt sich erst eindeutig bestimmen, wenn
auch entsprechende Randbedingungen auf dem Gebietsrand Γ = ∂Ω gestellt sind.Dabei ist
zwischen Kraft- und Verschiebungsrandbedingungen zu unterscheiden. In einem gemischten
Randwertproblem sind beide Arten von Randbedingungen gegeben: Kraft- bzw. Spannungs-
randbedingungen auf dem Gebietsrand Γt und Verschiebungsrandbedingungen auf dem
Gebietsrand Γu (Γt ∪ Γu = Γ). In Tensorschreibweise lauten die Randbedingungen mit dem
Randnormalenvektor nΓ:
nΓ · σ = t = t∗ auf Γt ,
u = u∗ auf Γu .
(2.33)
Ebene Probleme – der generalisierte ebene Verzerrungszustand (GEVZ)
In vielen technisch relevanten Situationen ist eine Reduktion des eigentlich dreidimensionalen
Randwertproblems zu einem zweidimensionalen vertretbar. Die Reduktion der Problemdi-
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der Einbettung der quasi-zweidimensionalen Situati-
on in der R,ϕ-Ebene mit zugrundeliegenden Annahmen des GEVZ in die dreidimensionale
Struktursituation am Beispiel eines Risses.
mension ergibt dabei eine Verringerung der zu erfüllenden Gleichungen sowie unabhängigen
Zustandsgrößen. Die so vereinfachte Problemstellung kann dann mit wesentlich geringerem
Aufwand, in vielen Fällen sogar analytisch, gelöst werden.
Die Annahme, dass alle Spannungen in einer Raumdimension vernachlässigbar klein seien,
führt auf die Gleichungen des ebenen Spannungszustands (ESZ). Die Annahme, dass alle
Verzerrungen in einer Raumdimension null seien, führt wiederum auf die Gleichungen des
ebenen Verzerrungszustands (EVZ).2
Im Folgenden wird ein generalisierter ebener Verzerrungszustand (GEVZ), der von Pipes
u. Pagano (1970) zur Untersuchung von Problemstellungen mit Faserverbundlaminaten
eingeführt wurde, betrachtet. Für diesen werden die dreidimensionalen Verschiebungsfelder
u = [u, v, w]T als Funktionen ebener Koordinaten x, y angenommen. Zusätzlich sind in
z-Richtung konstante Dehnungen ε∗zz erlaubt, sodass gelte:
u = u2D(x, y) , v = v2D(x, y) , w = w2D(x, y) + ε
∗
zzz . (2.34)
Folglich ergibt sich für die Verzerrungen:
εxx =
∂u2D
∂x
, εyy =
∂v2D
∂y
, γxy =
∂u2D
∂y
+
∂v2D
∂x
,
εzz = ε
∗
zz , γxz =
∂w2D
∂x
, γyz =
∂w2D
∂y
.
(2.35)
Das Elastizitätsgesetz (2.26) lässt sich schreiben als:
σxx
σyy
τyz
τxz
τxy
 =

C11 C12 C14 C15 C16
C22 C24 C25 C26
C44 C45 C46
C55 C56
sym. C66


εxx
εyy
γyz
γxz
γxy
+

C13
C23
C34
C35
C36
 ε∗zz (2.36)
2 Nur für den EVZ sind alle dreidimensionalen Feldgleichungen exakt im Sinne der Theorie erfüllt. Für den
ESZ sind die Kompatibilitätsbedingungen in der Raumdimension der vernachlässigten Spannungen nur
näherungsweise erfüllt.
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mit einer weiteren Gleichung zur nachträglichen Berechnung der Spannung
σzz = C33ε
∗
zz + C13εxx + C23εyy + C34γyz + C35γxz + C36γxy . (2.37)
Dadurch, dass die Verzerrungen (2.35) reine Funktionen der Koordinaten x und y sind, triﬀt
dies natürlich auch auf die Spannungen zu, sodass sich die lokalen Gleichgewichtsbedingungen
(2.12) ebenfalls vereinfachen:
∂σxx
∂x
+
∂τxy
∂y
+ fx = 0 ,
∂σyy
∂y
+
∂τxy
∂x
+ fy = 0 ,
∂τxz
∂x
+
∂τyz
∂y
+ fz = 0 . (2.38)
Damit ist die Anzahl unabhängiger Zustandsgrößen weniger stark reduziert wie beispiels-
weise unter Annahmen des EVZ und ESZ. Der hauptsächliche Nutzen liegt hier in der
Dimensionsreduktion und der gegenüber dem EVZ erweiterten Anwendbarkeit.3
2.1.2 Energiebetrachtungen
Es werden zunächst der erste und zweite Hauptsatz der Thermodynamik eingeführt und
anschließend einige klassische Variations- und Energieprinzipien für deformierbare Körper
dargestellt. Letztere beruhen auf der Grundlage, dass die materielle Oberﬂäche des behan-
delten Körpers bei Zustandsänderungen unverändert bleibt. Somit ist beispielsweise ein
Risswachstum ausgeschlossen.4
Erster und zweiter Hauptsatz der Thermodynamik
Dieses Teilkapitel basiert im Wesentlichen auf den Ausführungen in (Ziegler, 1977, Kap. 4).
Der erste Hauptsatz der Thermodynamik ist die Energiebilanzgleichung, nach der jede Ände-
rung der Gesamtenergie eines Systems gleich dem Energietransport über die Systemgrenzen
sein muss. Die Gesamtenergie lässt sich in Anteile aus der inneren Energie sowie der potenti-
ellen und kinetischen Energie aufteilen. Der Energietransport über die Systemgrenze setzt
sich generell aus der am System verrichteten Arbeit, der Wärmezufuhr sowie der mittels
Massenströmen über die Systemgrenze transportierten Energie zusammen. Letztere besteht
wiederum aus der Enthalpie, potentiellen und kinetischen Energie dieser Massenströme.
Hier sei sich auf den Spezialfall eines einzelnen unbewegten elastischen Festkörpers beschränkt,
sodass die Gesamtenergie identisch mit der inneren Energie ist und keine Massenströme
über die Systemgrenze hinweg zu berücksichtigen sind. Weiterhin seien zur Beschreibung
des Zustands des betrachteten Körpers die Verzerrungen εij (kinematische Größen) und die
Temperatur T als unabhängige intensive, also volumenunabhängige, Zustandsgrößen gewählt.
Die am inﬁnitesimalen Würfelelement dV bei inﬁnitesimaler Änderung der kinematischen
Zustandsgrößen dεij pro Volumen verrichtete Arbeit dW ist dann
dW = σijdεij (2.39)
Die Wärmezufuhr pro Volumen für eine inﬁnitesimale Änderung der Temperatur dT sei
mit dQ bezeichnet. Dabei ist zu beachten, dass sowohl die über einen Zustandswechsel
3 Anmerkung: Wie der EVZ erfüllt auch der GEVZ alle Feldgleichungen der linearen Elastizitätstheorie (im
Besonderen auch alle drei Kompatibilitätsbedingungen) exakt.
4 Erweiterte Energieprinzipien, mit denen ein Risswachstum möglich ist, führen auf Phasenfeldmodelle der
Bruchmechanik (Francfort u. Marigo, 1998, Bourdin et al., 2000, 2008, Kuhn, 2013).
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aufsummierte verrichtete Arbeit W , als auch Wärmezufuhr Q im Allgemeinen wegabhängig
und somit selbst keine Zustandsgrößen sind. Demzufolge stellen weder dW noch dQ totale
Diﬀerentiale dar. Die innere Energie E(εij, T ) pro Volumen ist hingegen eine Zustandsfunktion
der gewählten Zustandsgrößen. Entsprechend ist im ersten Hauptsatz das Inkrement der
inneren Energie dE ein totales Diﬀerential:
dE = dW + dQ = σijdεij + dQ . (2.40)
Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik basiert auf der Zustandsgröße Entropie S(εij, T )
(hier pro Volumen) und besagt, dass diese für jegliche Zustandsänderungen in der Summe
niemals abnehmen kann:
dS =
dQ
T
+ d(irr)S mit d(irr)S ≥ 0 . (2.41)
Dabei ist dS wieder ein totales Diﬀerential, dQ
T
ist ein reversibler Entropietransportterm und
d(irr)S ein irreversibler Entropieproduktionsterm.
Auﬂösen des zweiten Hauptsatzes (2.41) nach der Wärmezufuhr dQ und Einsetzen in den
ersten Hauptsatz (2.40) führt auf
dW = dE − TdS + T d(irr)S mit dW (d) = T d(irr)S . (2.42)
Die verrichtete Arbeit dW setzt sich also in Abhängigkeit von totalen Diﬀerentialen von
Zustandsfunktionen zusammen, sodass sie auch geschrieben werden kann als
σijdεij =
(
∂E
∂εij
− T ∂S
∂εij
)
dεij +
(
∂E
∂T
− ∂S
∂T
)
dT + T d(irr)S . (2.43)
Für reine Erwärmung wird keine Arbeit verrichtet und es lässt sich dann zeigen, dass der
zweite Klammerausdruck infolge des zweiten Hauptsatzes (2.41) immer identisch null sein
muss. Folglich hat der Entropieproduktionsterm d(irr)S ebenfalls die Form einer Arbeit und sei
als dissipativer Arbeitsanteil dW (d) bezeichnet. Die verrichtete Arbeit dW lässt sich so in einen
reversiblen, nur von Zustandsgrößen abhängigen Anteil und einen dissipativen Arbeitsanteil
dW (d) unterteilen. Der erste Klammerausdruck in Gleichung (2.43) stellt dann jene inneren
Kräfte (bzw. Spannungen) dar, die der reversiblen, verrichteten Arbeit zuzuordnen sind.
Unter Verwendung der freien Helmholtz-Energie
Ψ(εij, T ) = E − TS , dΨ = dE − TdS − SdT , (2.44)
ergibt sich der erste Hauptsatz schließlich zu
dW = dΨ + SdT + dW (d) . (2.45)
Dabei erfüllt die freie Helmholtz-Energie Ψ die Funktion eines Potentials. Die Ableitung
nach der Temperatur, wieder unter Berücksichtigung der Reversibilität des reinen Erwär-
mungsprozesses, führt auf die Entropie S. Die partielle Ableitung nach den Verzerrungen εij
führt auf die nicht dissipativen (elastischen) Spannungen σ(e)ij .
S =
∂Ψ
∂T
, σ
(e)
ij =
∂Ψ
∂εij
=
∂E
∂εij
− T ∂S
∂εij
(2.46)
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Demzufolge entspricht die freie Helmholtz-Energie bei isothermer Zustandsänderung (dT = 0)
gerade dem speziﬁschen elastischen Potential bzw. der Formänderungsenergiedichte U aus
Gleichung (2.23)
U = Ψ
∣∣∣
T=konst.
(2.47)
und die dissipierte Arbeit ergibt sich aus der Diﬀerenz der am Körper verrichteten Arbeit
und der Änderung des speziﬁschen elastischen Potentials.
dW (d) = dW − dU . (2.48)
Die Integration über den Gesamtkörper V sowie die Zustandsänderung von Zustand 1 nach
Zustand 2 führt schließlich auf die gesamte dissipierte Energie D
D =
∫
V
W (d)dV =
∫
V
W dV −
∫
V
(U2 − U1) dV = Wa − (Π i2 − Π i1) (2.49)
mit den elastischen Potentialen Π i1 im Zustand 1 und Π
i
2 im Zustand 2. Existiert weiterhin
auch ein Potential Π a für die äußeren Kräfte, die die Arbeit Wa letztendlich verrichten,
beispielsweise weil die äußeren Kräfte Totlasten5 sind, ergibt sich unter Deﬁnition eines
Gesamtpotentials Π = Π a+Π i und mit der Diﬀerenz des äußeren Potentials Π a1 −Π a2 = Wa:
D = −(Π a2 − Π a1 )− (Π i2 − Π i1) = −∆Π . (2.50)
Variations- und Energieprinzipien
Ein beliebiges, statisch zulässiges Spannungsfeld σ(1) erfüllt die Gleichgewichtsbedingungen
und die Randbedingungen auf ∂Vt. Gleichzeitig erfüllen ein beliebiges, kinematisch zulässiges
Verschiebungsfeld u(2) und dazu gehöriges Verzerrungsfeld ε(2) die kinematischen Beziehungen
und die Randbedingungen auf ∂Vu. Werden nun die Gleichgewichtsbedingungen für σ(1) mit
den Verschiebungen u(2) multipliziert und über das Volumen V integriert, so ergibt sich
aus den Gleichungen (2.12, 2.18) unter Verwendung des Gaußschen Satzes der allgemeine
Arbeitssatz in Tensorschreibweise∫
V
σ(1) : ε(2) dV =
∫
V
f (1) · u(2) dV +
∫
∂Vt
t∗(1) · u(2) dA+
∫
∂Vu
t(1) · u∗(2) dA . (2.51)
Zur Herleitung des Prinzips der virtuellen Verrückungen (PdvV) wird ein virtuelles kinemati-
sches System δui, δεij in den allgemeinen Arbeitssatz (2.51) eingesetzt:∫
V
σij δεij dV =
∫
V
fi δui dV +
∫
∂Vt
t∗i δui dA . (2.52)
Dabei gilt für die virtuellen Größen, dass sie inﬁnitesimal klein, kinematisch zulässig und
mit den geometrischen Randbedingungen verträglich sein müssen, weswegen der vierte Term
aus Beziehung (2.51) verschwindet. Die Anwendung des PdvV ist gleichbedeutend mit der
Forderung nach Erfüllung des Kräftegleichgewichts. Weil die linke Seite auch als innere
5 Totlasten sind solche, die unabhängig von Lage des Angriﬀspunktes und Zeit konstant wirken, und das
sowohl bezüglich ihres Betrages als auch bezüglich ihrer Richtung. Ein Beispiel sind Gewichtskräfte, die
auf gegenüber der Erde kleine Massen in Erdoberﬂächennähe wirken.
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virtuelle Arbeit δWi und die rechte Seite als äußere virtuelle Arbeit δWa bezeichnet werden,
wird es auch Prinzip der virtuellen Arbeiten genannt:
δWi = δWa . (2.53)
Das Prinzip der virtuellen Kräfte (PdvK) ergibt sich durch Einsetzen einer virtuellen, statisch
zulässigen Kräftegruppe δσij, δti, δfi, die auch die statischen Randbedingungen auf dem Rand
∂Vt erfüllt, in den allgemeinen Arbeitssatz (2.51):∫
V
εij δσij dV =
∫
V
ui δfi dV +
∫
∂Vu
u∗i δti dA . (2.54)
Dabei gilt für die virtuellen Größen zusätzlich wieder, dass sie inﬁnitesimal klein sein müssen.
Weil die linke Seite auch als innere virtuelle Komplementärarbeit δW¯i und die rechte Seite
als äußere virtuelle Komplementärarbeit δW¯a bezeichnet werden, wird es auch Prinzip der
virtuellen Komplementärarbeiten genannt:
δW¯i = δW¯a . (2.55)
An dieser Stelle sei angemerkt, dass sowohl das PdvK als auch das PdvV unabhängig vom
Materialverhalten und auch für große Deformationen gelten.
Mit Einsetzen der wirklichen statischen und kinematischen Größen in den allgemeinen Arbeits-
satz (2.51) sowie unter den Annahmen, dass die äußeren Kräfte als Totlasten angreifen und
keine von Null verschiedenen Verschiebungen u∗ auf der Körperoberﬂäche ∂Vu vorgeschrieben
sind, ergibt sich: ∫
V
σ : ε dV =
∫
V
f · u dV +
∫
∂Vt
t∗ · u dA. (2.56)
Der Ausdruck links des Gleichheitszeichens stellt unter den Annahmen der linearen Elastizi-
tätstheorie (linear-elastischen Materialverhalten und kleine Verzerrungen sowie Rotationen)
die zweifache im Körper gespeicherte Formänderungsenergie dar. Dies entspricht dem zweifa-
chen inneren elastischen Potential 2Π i. Der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung
bezeichnet die von den Totlasten geleistete Arbeit beim Übergang vom undeformierten in den
deformierten Zustand und stellt gleichzeitig das aus den Totlasten folgende äußere Potential
dar W a12 = −Π a. Damit ergibt sich der Satz von Clapeyron:
2Π i + Π a = 0 . (2.57)
Zur Herleitung des Satzes von Betti seien nun zwei Deformations- und Belastungszustände
(1) und (2) jeweils mit Kraftgrößen σ(k)ij , t
(k)
i , f
(k)
i und kinematischen Größen ε
(k)
ij , u
(k)
i betrach-
tet, wobei k = 1, 2. Unter weiterer Annahme der linearen Elastizität und Symmetrie des
Elastizitätstensors C gilt
σ(1) : ε(2) = ε(1) : C : ε(2) = ε(2) : C : ε(1) = σ(2) : ε(1)
und somit nach Einsetzen in den allgemeinen Arbeitssatz (2.51)∫
V
f
(1)
i u
(2)
i dV +
∫
∂V
t
(1)
i u
(2)
i dA =
∫
V
f
(2)
i u
(1)
i dV +
∫
∂V
t
(2)
i u
(1)
i dA . (2.58)
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2.2 Einführung in die Festigkeits- und Bruchmechanik
Dieses Kapitel dient der Einführung in die für diese Arbeit relevanten Themenfelder der
Festigkeits- und Bruchmechanik sowie der ihnen zugrundeliegenden Annahmen. Es wird beson-
ders auf die Teildisziplinen der Festigkeitsmechanik sowie der linear-elastischen Bruchmechanik
(LEBM) zur Bewertung von Rissen eingegangen, bevor auch die noch junge Bruchmechanik
ﬁniter Risse rekapituliert wird. Für detailliertere Darstellungen, insbesondere auch anderer
Teildisziplinen der Bruchmechanik, sei auf die vielfältig verfügbare Spezialliteratur verwie-
sen (Kanninen u. Popelar, 1985, Maugin, 1992, Lemaitre u. Chaboche, 1994, Anderson u.
Anderson, 2005, Kuna, 2008, Gross u. Seelig, 2016).
2.2.1 Festigkeitskriterien
Isotrope Werkstoﬀe
In diesem Teilkapitel soll basierend auf dem Standardwerk von Gross u. Seelig (2016) ein
Überblick über einige klassische Festigkeitshypothesen gegeben werden. Diese Festigkeits-
hypothesen wurden teilweise bereits Ende des 19. Jahrhunderts entwickelt. Sie haben sich
vielfach etabliert und sind auch wegen ihrer Einfachheit in der Praxis weit verbreitet. Festig-
keitshypothesen haben für gewöhnlich die Form
F(σij) = 1 oder f(εij) = 1 (2.59)
mit den Versagensfunktionen F bzw. f , die eine Versagensﬂäche im Raum der Spannungs-
bzw. Verzerrungstensorkomponenten bilden. In Form der Hauptspannungen bzw. -dehnungen
ist diese Versagensﬂäche in einem dreidimensionalen Achsensystem noch vergleichsweise
anschaulich darstellbar (Gross u. Seelig, 2016).
Die Verwendung dieser Festigkeitshypothesen setzt voraus, dass der Materialzustand beim
Versagen unabhängig von der Deformationsgeschichte ist. Dies ist zutreﬀend, solange in einem
Material weder die Fließgrenze noch die Bruchgrenze überschritten wurde. Allerdings eignen
sich die klassischen Festigkeitskriterien vorwiegend für schwach inhomogene Spannungsfelder.
An Spannungssingularitäten verlieren sie (ohne zusätzliche Annahmen) ihre Aussagekraft
gänzlich, da mit ihnen für ins Unendliche wachsende Spannungen bzw. Verzerrungen Ver-
sagen schon für minimale Lasten postuliert wird, dies aber der experimentellen Erfahrung
widerspricht.
Nach der Hauptspannungshypothese wird das Versagensverhalten durch zwei aus einem
einachsigen Zugversuch ermittelten Materialkennwerte, die Zugfestigkeit Rt und die Druck-
festigkeit Rc, bestimmt. Versagen wird für den Fall vorhergesagt, dass entweder die größte
Hauptspannung die Zugfestigkeit über- oder die kleinste Hauptspannung die Druckfestigkeit
unterschreitet.
σ1 ≥ Rt ∨ σ3 ≤ −Rc (2.60)
Sie eignet sich insbesondere zur Versagensvorhersage bei spröden Werkstoﬀen. Die Versagens-
hypothese führt auf eine Versagensﬂäche im Raum der Hauptspannungen, die der Oberﬂäche
eines Würfels entspricht. Damit werden mögliche Interaktionen der Hauptspannungen ver-
nachlässigt, was häuﬁg der experimentellen Erfahrung widerspricht. Deshalb ist sie letztlich
nur eingeschränkt anwendbar.
22 Kapitel 2 Theoretische Grundlagen
Nach der Hauptdehnungshypothese wird Versagen für das Erreichen einer kritischen, im
einachsigen Zugversuch ermittelten Hauptdehnung vorhergesagt. Damit ist eine gewisse
Interaktionswirkung der Hauptspannungen über die Querkontraktion vorgesehen. Aus der
Versagenshypothese folgt direkt eine Druckfestigkeit von Rc = Rt/ν, was wiederum den
Erfahrungen aus Experimenten widerspricht, sodass sie in der Praxis kaum verwendet wird.
Die Gestaltänderungsenergiehypothese nach von Mises postuliert Versagen, wenn die Gestalt-
änderungsenergiedichte UG einen kritischen Wert erreicht:6
UG =
1 + ν
3E
R2t (2.61)
Das resultierende Spannungskriterium lautet:
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 = 2R2t . (2.62)
Diese Hypothese liefert eine recht gute Vorhersage des Fließbeginns vieler duktiler Metalle und
hat sich daher in der Praxis fest etabliert. Die Versagensﬂäche wird im Hauptspannungsraum
von einem Zylinder um die hydrostatische Achse beschrieben. Daraus folgt, dass ein Versagen
unter hydrostatischer Zugbeanspruchung mit diesem Kriterium nicht abbildbar ist.
Nach der Coulomb-Mohr-Hypothese wird nach Vorbild des Coulombschen Reibungsgesetzes
Versagen bzw. Abgleiten des Materials auf einer Schnittﬂäche mit dort wirkender, resultieren-
der Schubspannung τ und Normalspannung σ postuliert, wenn die Haftreibungskräfte plus
Kohäsionsfestigkeit Rk in dieser Schnittﬂäche überwunden werden:
|τ | = −σ tan ρ+Rk . (2.63)
Hierin stellt ρ den sogenannten Reibungswinkel dar. Der Zusammenhang zur im einachsigen
Zugversuch ermittelten Zugfestigkeit Rt bzw. im Druckversuch ermittelten Druckfestigkeit
Rc lautet
Rt =
2Rk cos ρ
1 + sin ρ
, Rc =
2Rk cos ρ
1− sin ρ . (2.64)
Die Hypothese ﬁndet aufgrund ihrer guten Aussagequalität für geologische und granulare
Materialien breite Anwendung. Sie bildet weiterhin die Grundlage neuerer Zwischenfaser-
bruchkriterien für Faserverbundwerkstoﬀe.
Transversal isotrope Werkstoﬀe
Eine vergleichsweise verbreitete Gruppe transversal isotroper Werkstoﬀe sind unidirektional
faserverstärkte Materialien (typischerweise Kunststoﬀe oder Keramiken), die als Schichten
unterschiedlicher Orientierung zu einem Faserverbund-Laminat zusammengefügt werden
(Mittelstedt u. Becker, 2016). In diesen Verbundwerkstoﬀen weisen die Fasern oft wesentlich
und mitunter ganz erheblich größere Festigkeiten als die umgebende Matrix auf. Als eine Folge
dieses Kontrastes entwickeln derlei Werkstoﬀe verschiedene Versagensmoden: Faserversagen,
6 Die Gestaltänderungsenergiehypothese ist von der Formänderungsenergiehypothese nach Beltrami abgelei-
tet. Wie die Spannungen und Verzerrungen kann die Formänderungsenergiedichte U in einen volumen- und
einen gestaltänderungsbedingten Anteil UV bzw. UG zerlegt werden. Gegenüber der Formänderungsenergie-
hypothese wird der volumenänderungsbedingte Anteil aus dem Kriterium ausgeschlossen.
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Matrixversagen, Faser-Matrix-Ablösung. Im Falle eines Laminats können zusätzlich auch Ablö-
sungen zwischen den Schichten, sogenannte Delaminationen, auftreten. Den unterschiedlichen
Versagensmechanismen ist durch die Festigkeitskriterien Rechnung zu tragen.
Zur Charakterisierung der transversal isotropen Werkstoﬀe haben sich die Folgenden fünf
Festigkeitswerte etabliert, angegeben in einem Materialkoordinatensystem, dessen 1-Richtung
sich an der Faserausrichtung orientiert:
Rt‖ Zugfestigkeit in Faserrichtung,
Rc‖ Druckfestigkeit in Faserrichtung,
Rt⊥ Zugfestigkeit quer zu Faserrichtung,
Rc⊥ Druckfestigkeit quer zu Faserrichtung,
R⊥‖ Scherfestigkeit.
Das Kriterium maximaler Spannungen entspricht einer Übertragung der Hauptspannungshy-
pothese auf transversal isotrope Werkstoﬀe. Dementsprechend hat es den gleichen Nachteil,
dass es jegliche in Experimenten beobachtete Interaktion der Spannungen nicht abbilden
kann. Es postuliert Versagen, wenn eine der folgenden Bedingungen verletzt ist:
−Rc‖ < σ11 < Rt‖ , σ(23)max < Rt⊥ , −σ(23)min < Rc⊥ ,
√
τ 212 + τ
2
13 < R⊥‖ , (2.65)
wobei σ(23)max, σ
(23)
min die Hauptspannungen der Ebenen quer zur Faserrichtung (2,3-Ebene) seien:
σ(23)max, σ
(23)
min =
σ22 + σ33
2
±
√(
σ22 − σ33
2
)2
+ τ 223 , σ
(23)
max > σ
(23)
min . (2.66)
In der für Laminate häuﬁg ebenen Betrachtung (unter der Annahme vernachlässigbarer
Spannungen in Laminatdickenrichtung σ33 = τ13 = τ13 = 0) vereinfacht sich das Kriterium
dahingehend, dass σ(23)max=σ
(23)
min =σ22 wird.
Eine gewisse Wechselwirkung der Spannungen wird im Kriterium maximaler Verzerrungen
wieder durch die Querkontraktion erzielt. Hierfür sind im Kriterium maximaler Spannungen
(2.65) einfach die Spannungen durch das entsprechende Produkt aus Elastizitätsmoduln und
Verzerrungen zu ersetzen, sodass
− R
c
‖
E11
< ε11 <
Rt‖
E11
, ε(23)max <
Rt⊥
E22
, −ε(23)min <
Rc⊥
E22
,
√
γ212 + γ
2
13 <
R⊥‖
G12
. (2.67)
Die Dehnungen ε(23)max und ε
(23)
min ergeben sich ebenfalls entsprechend.
Zwei der aktuell wohl leistungsfähigsten Festigkeitskriterien für transversal isotrope Werkstof-
fe (vgl. World-Wide-Failure-Excercise (Hinton et al., 2004, Kaddour u. Hinton, 2013)) sind
das Pucksche Wirkebenenkriterium (Puck, 1996, Kap. 9, S. 160) und das Versagensmodus-
Konzept nach Cuntze u. Freund (2004), Cuntze (2004, 2006) (engl. Failure-Mode-Concept,
FMC). Puck unterschied schon Ende der 1960er Jahre (Puck, 1996) die unterschiedlichen
Versagensmechanismen in Faser-Verbund-Laminaten und trug damit als einer der ersten
dem gegenüber Metallen gänzlich unterschiedlichen Versagensverhalten der Faserverbund-
strukturen Rechnung, die nicht duktil sondern spröde, aber trotzdem nicht plötzlich sondern
schrittweise versagen. Insbesondere unterschied er faserdominierte (engl. ﬁber failure, FF) und
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matrixdominierte (engl. inter ﬁber failure, IFF) Versagensmechanismen, von denen erstere
normalerweise zum Totalversagen führen, während zweitere im Faserverbund-Laminat ver-
gleichsweise früh auftreten, dafür aber häuﬁg nur eine allmähliche Schwächung des Laminats
verursachen.
Puck verwendet eine lokale Materialanstrengung E (engl. eﬀort) zur Deﬁnition seines Versa-
genskriteriums. Eine Überbeanspruchung wird postuliert, wenn die Materialanstrengung
E(σij, Rc/t‖ , Rc/t⊥ , R⊥‖) = 1 (2.68)
erreicht oder überschritten wird. Die Materialanstrengung ist dann derjenige Wert, durch
den der lokale Spannungstensor dividiert werden muss, damit an diesem Punkt das Versa-
genskriterium gerade Materialversagen vorhersagt. Damit ist die Materialanstrengung ein
lineares Maß dafür, wie nahe die aktuelle Beanspruchung einer Versagensvorhersage durch
das Versagenskriterium ist, unterscheidet jedoch nicht zwischen lastinduzierten und übrigen
Spannungen.7
Als Teilkriterien für die faserdominierten Versagensmoden empﬁehlt Puck ein Kriterium
auf Basis der Faserbeanspruchung in einem Faserverbundmaterial. Es liefert nur geringfügig
höhere mögliche Lasten als ein Kriterium maximaler Dehnungen. Für detailliertere Ausfüh-
rungen sei auf die Spezialliteratur verwiesen (Puck, 1996, Kap. 5.2). Die Teilkriterien für die
matrixdominierten Versagensmoden stützen sich auf die physikalisch basierte Mohr-Coulomb-
Hypothese. Sie werden für eine Wirkebene (engl.: action plane, A) mit dort freigeschnittenen
Normalspannungen σn und Schubspannungen τn1, τnt deﬁniert, die eine beliebige mit θ um
die Faserachse rotierte Ebene sein kann. Sie lauten folgendermaßen:
EIFF =

√√√√( 1
Rt⊥
− p
t
⊥ψ
RA⊥ψ
)2
σ2n +
(
τnt
RA⊥⊥
)2
+
(
τn1
R⊥‖
)2
+
pt⊥ψ
RA⊥ψ
σn
 , σn ≥ 0
EIFF =

√√√√(pc⊥ψ
RA⊥ψ
)2
σ2n +
(
τnt
RA⊥⊥
)2
+
(
τn1
R⊥‖
)2
+
pc⊥ψ
RA⊥ψ
σn
 , σn < 0
(2.69)
mit den sogenannten Neigungsmaßen pt⊥ψ, p
c
⊥ψ und den Bruchwiderständen in der Wirkebene
RA⊥ψ, R
A
⊥⊥. Dafür empﬁehlt Puck folgende Interpolation:
p
c/t
⊥ψ
RA⊥ψ
=
p
c/t
⊥⊥
RA⊥⊥
cos2 ψ +
p
c/t
⊥‖
R⊥‖
sin2 ψ mit ψ = arctan(τn1/τnt) .
Der Bruchwiderstand RA⊥⊥ ist schwer direkt zu messen, kann aber indirekt bestimmt werden,
da bei Matrixversagen unter Druck quer zur Faserrichtung Schubversagen auftritt und dieser
Bruchwiderstand in diesem Fall die entscheidende Rolle spielt:
RA⊥⊥ =
Rc⊥
2(1 + pc⊥⊥)
.
7 Die Materialanstrengung ist also nicht mit einem Reservelastfaktor zu verwechseln, der angibt, um
welchen Faktor die anliegende Belastung weiter erhöht werden könnte, bis Versagen eintritt. Wenn keine
Eigenspannungen vorhanden sind und ein sich linear verhaltendes System vorliegt, entspricht der Kehrwert
der Materialanstrengung zwar gerade einem Reservelastfaktor, ansonsten ist das aber nicht der Fall.
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Weiterhin bestimmen sich die Neigungsmaße mit dem unter reiner Druckbelastung auftreten-
den und von der Lastnormalen abweichenden Bruchwinkel θcfp zu
pt⊥⊥ = p
c
⊥⊥ = −
cos(2θcfp)
1 + cos(2θcfp)
.
Die übrigen Neigungsmaße pc/t⊥‖ sind z. B. mittels einer Fehlerquadratmethode experimentellen
Befunden anzupassen. Liegen keine ausreichenden experimentellen Daten vor, empﬁehlt Puck
die Neigungsmaße wie folgt anzunehmen:
pt⊥⊥ = p
c
⊥⊥ = 0,15 (=̂ θ
c
fp ≈ 49◦) , pc⊥‖ = 0,2 , pt⊥‖ = 0,3 .
Die Anstrengungen sind abhängig von der betrachteten Wirkebene und somit eine Funk-
tion von θ. Die Bruchebene θfp (engl. fracture plane) ist diejenige Wirkebene, für die die
Materialanstrengung maximal wird. Sie ergibt sich also unter den Annahmen der linearen
Elastizitätstheorie und in Abwesenheit von Eigendehnungen durch das Optimierungspro-
blem:
max
θ∈[0,pi/2]
{EIFF(θ)} −→ θfp . (2.70)
Cuntzes FMC ist teils eine Verallgemeinerung, teils aber auch eine Vereinfachung des Puck-
schen Wirkebenenkriteriums. Einerseits knüpft es die Anzahl der Versagensmoden an die
Materialsymmetrien und damit an die Anzahl unabhängiger Elastizitätskonstanten. An-
dererseits basiert es nur auf Invarianten des Spannungstensors anstatt der Spannungen
einer Wirkebene. Damit fällt die i. A. aufwendige Suche nach der kritischen Wirkebene θfp
weg. Die Invarianten sind im Materialkoordinatensystem x1, x2, x3 für transversal isotropes
Materialverhalten deﬁniert, wobei die 1-Achse in Faserrichtung zeigt:
I1 = σ11 , I2 = σ22 + σ33 , I3 = τ
2
13 + τ
2
12 ,
I4 = (σ22 − σ33)2 + 4τ 223 , I5 = (σ22 − σ33)(τ 213 − τ 212)− 4τ23τ13τ12 .
(2.71)
Cuntze postuliert die matrixdominierten Versagensmoden Matrixzugversagen (IFF1), Matrix-
schubversagen (IFF2) und Matrixdruckversagen (IFF3) sowie die faserdominierten Versagens-
moden Faserzugversagen (FF1) und Faserdruckversagen (FF2). Die Anstrengungen bezüglich
der einzelnen Versagensmoden errechnen sich damit zu
IFF1 : EIFF1 =
(
I2 +
√
I4
)/
(2Rt⊥) , FF1 : EFF1 = I1/Rc‖ ,
IFF2 : EIFF2 = 3
√
I
3/2
3 + b⊥‖(I2I3 − I5)
/
R⊥‖ , FF2 : EFF2 = −I1/Rt‖ ,
IFF3 : EIFF3 =
(
(b⊥ − 1)I2 +
√
4b⊥I4 + (b⊥ − 1)2I22
)/
(2Rc⊥) . (2.72)
Die Werte für die Koeﬃzienten b⊥‖ und b⊥ sind an Testergebnisse anzupassen. Cuntze gibt
die Erfahrungswerte
0,05 < b⊥‖ < 0,15 und 1,0 < b⊥ < 1,6
an.8 Gerade für Versagensmodus IFF2 hat Cuntze diverse Variationen des Teilkriteriums
vorgeschlagen (Cuntze u. Freund, 2004, Cuntze, 2006, 2012). Das hier präsentierte zeichnet
sich durch seine Linearität in den Spannungen aus. Allerdings ist es möglich, dass
I
3/2
3 + b⊥‖(I2I3 − I5) −→ 0 ,
8Die Wahl zu b⊥=1,2 führt für eine reine Druckbelastung quer zur Faserrichtung auf eine Bruchwinkelvor-
hersage von θcfp ≈ 50◦.
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Abbildung 2.3: Beispielhafte Problemstellungen mit Spannungssingularität am Punkt Pasymp: (a)
V-Kerbe, 2D; (b) Fichera-Ecke, 3D.
und damit auch die Anstrengung EIFF2 gegen Null tendiert, obwohl die Spannungsinvarianten
I2, I3, I5 6= 0 und deshalb eﬀektiv eine Materialanstrengung vorliegen sollte. Andere Formu-
lierungen dieses Teilkriteriums besitzen diesen Schwachpunkt nicht, geben dafür aber die
Linearität in den Spannungen auf.
Die Interaktion der verschiedenen Teilanstrengungen wird einfach durch Verwendung eines
Interaktionsexponenten m abgebildet:
Eres = [(EFF1)m + (EFF2)m + (EIFF1)m + (EIFF2)m + (EIFF3)m]1/m . (2.73)
Für den Interaktionsexponenten werden Werte zwischen m = 2,5, ..., 3,0 empfohlen. Um das
Auftreten negativer Anstrengungen zu unterbinden, sind nur diejenigen Anstrengungen in der
Interaktionsformel (2.73) vorzusehen, die größer als Null sind, z. B. durch eine Modiﬁkation
folgender Art:
Eres =
[(EFF1 + ||EFF1||
2
)m
+ ...
]1/m
. (2.74)
2.2.2 Asymptotische Nahfelder und Spannungssingularitäten
Asymptotische Nahfelder bezüglich eines Punktes Pasymp sind solche Verschiebungs- und
zugehörigen Verzerrungs- sowie Spannungsfelder, die sowohl die Feldgleichungen9 sowie die
lokalen Randbedingungen in der unmittelbaren Umgebung eines Punktes Pasymp erfüllen.
Sie werden in zweidimensionalen Problemstellungen typischerweise in Polarkoordinaten r, ϕ
oder in dreidimensionalen Problemstellungen in Kugelkoordinaten r, ϕ, ϑ als Potenzreihen
folgender Form angegeben (mit Abstand r von Punkt Pasymp):
u(r, ϕ) =
∞∑
j=1
c2Duj r
λ2Dj φ2Duj (ϕ) , σ(r, ϕ) =
∞∑
j=1
c2Dσj r
λ2Dj −1φ2Dσj (ϕ) , (2.75)
u(r, ϕ, ϑ) =
∞∑
j=1
c3Duj r
λ3Dj φ3Duj (ϕ, ϑ) , σ(r, ϕ, ϑ) =
∞∑
j=1
c3Dσj r
λ3Dj −1φ3Dσj (ϕ, ϑ) . (2.76)
9 Gleichgewichtsbedingungen (2.12), Kinematik (2.18) und Elastizitätsgesetz (2.24)
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Die Exponenten λj sind i. A. reelle Zahlen oder treten in komplex konjugierten Paaren auf.
Sie werden hier als Abklingexponenten bezeichnet, da sie das Abklingverhalten der Verschie-
bungen zum Punkt Pasymp hin (r → 0) charakterisieren. Wie die Abklingexponenten sind
die tensoriellen Winkelfunktionen φuj und φσj i. A. ebenfalls reell oder treten in komplex
konjugierten Paaren auf. Die Terme rλjφuj werden als Deformationsmoden und die Terme
rλj−1φσj als Spannungsmoden bezeichnet und ergeben sich (bis auf einen Vorfaktor) eindeu-
tig aus der asymptotischen Problemstellung zur Erfüllung der Feldgleichungen und lokalen
Randbedingungen. Sie sind in der Potenzreihe jeweils mit ihren zugehörigen modalen Wich-
tungsfaktoren cuj bzw. generalisierten Spannungsintensitätsfaktoren cσj (engl.: generalized
stress intensity factor, GSIFs) gewichtet, welche sich aber erst eindeutig aus den globalen
Randbedingungen bestimmen.10
Yosibash u. Szabó (1995) geben an, dass Kondrat’ev (1967) habe zeigen können, dass
die angegebene Potenzreihe (2.75) einen vollständigen Funktionenraum für das isotrope
linear-elastische Randwertproblem mit Multimaterialecken darstelle, gleichzeitig aber bisher
kein gleichwertiger Beweis für den zweidimensionalen, anisotropen Fall geschweigedenn den
dreidimensionalen, anisotropen Fall gefunden worden sei. Dennoch werden diese Potenzreihen
in zahlreichen Arbeiten erfolgreich angewendet und daher auch im Rahmen dieser Arbeit als
valide angenommen.
Aus den Potenzreihen ist unmittelbar ersichtlich, dass der Spannungstensor bei Pasymp für
(λj − 1) < 0 singulär wird. Dann werden die Exponenten im Nenner (1−λj) auch Spannungs-
singularitätsexponenten genannt. Diese sind in den häuﬁg betrachteten homogen-isotropen
Strukturkonﬁgurationen fast immer reell, aber in einigen (in der Masterarbeit von Brod (2015)
aufgezeigten) Ausnahmefällen auch komplex. In Mehrmaterialkonﬁgurationen ist stets auch
mit komplexen Spannungssingularitäten zu rechnen. Sie zeichnen sich aufgrund ihres Imagi-
närteils durch oszillierende Spannungen und Verschiebungen aus. Häuﬁg sind die Imaginärteile
der Spannungssingularitätsexponenten jedoch sehr klein, sodass sich die angesprochenen Os-
zillationen tatsächlich nur in einem vernachlässigbar kleinen Bereich um den Punkt singulärer
Spannungen abspielen (Gross u. Seelig, 2016, Kap. 4.12 – Der Grenzﬂächenriss). Generell
treten die Spannungssingularitäten wie ihre zugehörigen Deformationsmoden aber natürlich
nur dann auf, wenn auch ihre zugehörigen GSIFs cσj 6= 0 sind. Somit ist ihr tatsächliches
Auftreten letztendlich vom gegebenen Lastfall abhängig.
Für die Spannungssingularitätsexponenten (1−λj) lässt sich aus der Forderung einer be-
schränkten Formänderungsenergie eine Obergrenze ableiten. Die Formänderungsenergie
bzw. das innere Potential Π i bestimmt sich durch Integration der Formänderungsenergiedichte
U über das Volumen V zu
Π
i =
∫
V
U dV .
Sowohl die Spannungen als auch Verzerrungen sind proportional zu rλj−1, sodass für die
Formänderungsenergiedichte folgt:
σ ∝ rλj−1 , ε ∝ rλj−1 −→ U ∝ r2(λj−1) .
10 Die modalen Wichtungsfaktoren und GSIFs sind dabei linear abhängig und daher von ihrer Bedeutung
her weitgehend äquivalent. Eine ausführliche Diskussion hierzu ﬁndet sich zu Beginn von Kapitel 4.2.3.
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Gleichzeitig ist das Volumendiﬀerential in Polarkoordinaten dV ∝ r dr und in Kugelkoordi-
naten dV ∝ r2dr, sodass sich der Integrand U dV zu
U dV ∝ r2(λ2Dj −1)+1 dr in 2D und (2.77)
U dV ∝ r2λ3Dj dr in 3D (2.78)
ergibt. Damit gilt für die Formänderungsenergie:
Π
i ∝ r2λ2Dj in 2D und (2.79)
Π
i ∝ r2λ3Dj +1 in 3D (2.80)
und aus der Forderung nach Beschränktheit dieser ergeben sich die Untergrenzen für die
Spannungssingularitätsexponenten (1−λj)
2λ2Dj ≥ 0 −→ (1−λ2Dj ) ≤ 1 in 2D und (2.81)
2λ3Dj + 1 ≥ 0 −→ (1−λ3Dj ) ≤ 1,5 in 3D . (2.82)
Wird auch eine Beschränkung der Verschiebungen u gefordert, dann ergibt sich für zweidimen-
sionale Problemstellungen kein Unterschied. Für dreidimensionale Problemstellungen folgt
aber eine strengere Grenze, die dann mit derjenigen zweidimensionaler Problemstellungen
zusammenfällt:
λ2Dj ≥ 0 −→ (1−λ2Dj ) ≤ 1 in 2D und (2.83)
λ3Dj ≥ 0 −→ (1−λ3Dj ) ≤ 1 in 3D . (2.84)
Es ist anzumerken, dass z.B. die Einzelkraftlösungen (weder 2D mit σij ∝ 1/r noch 3D mit
σij ∝ 1/r2, vgl. z. B. Becker u. Gross (2002)) die Forderungen nach Beschränktheit sowohl
der Verschiebungen als auch der Formänderungsenergie nicht erfüllen und trotzdem von
elementarer Bedeutung für diverse Disziplinen der Mechanik sind.
Es ist zu beachten, dass ein Abklingexponent λj =0 zu von der radialen Koordinate un-
abhängigen Verschiebungen (r0=1) führt. Die zugehörigen Winkelfunktionen sind dann
typischerweise auch konstant, sodass die entsprechenden Deformationsmoden gerade die
Starrkörperverschiebungen abbilden.
Im Allgemeinen können auch logarithmische Deformationsmoden auftreten, die sich da-
durch auszeichnen, dass ihr Verschiebungsfeld zusätzlich einen Faktor ln r enthält. Neben
der Einzelkraftlösung im zweidimensionalen, linear-elastischen Randwertproblem (die auf
den dreidimensionalen Fall übertragen eigentlich dem Einwirken einer Linienlast entspricht)
stellen sie jedoch nur ausgesprochene Ausnahmefälle dar. Denn sie treten sonst nur dann auf,
wenn durch Veränderung von Geometrie- bzw. Materialparametern gerade ein Übergang von
zwei komplex konjugierten zu zwei reellen Deformations- bzw. Spannungsmoden stattﬁndet
und können in einem Diagramm mit Darstellung der Spannungssingularitätsexponenten über
Geometrie-/Materialparametervariationen als dort auftretende Verzweigungspunkte identiﬁ-
ziert werden (Sator, 2010). Aufgrund ihres dadurch äußerst unwahrscheinlichen Auftretens,
seien sie hier nicht weiter berücksichtigt.
Schließlich sei noch die Klassiﬁzierung von Spannungssingularitäten in die Untergruppen
von starken und schwachen Singularitäten eingeführt. Diese Klassiﬁzierung erfolgt anhand
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Abbildung 2.4: Kontinuum mit ebenem Riss.
der Spannungssingularitätsexponenten und orientiert sich damit am Abklingverhalten der
Spannungen. Schwache Spannungssingularitäten sind solche, die einen Spannungssingularitäts-
exponenten mit 0 < Re(1−λ) < 0,5 aufweisen, während starke Spannungssingularitäten einen
Spannungssingularitätsexponenten mit Re(1−λ) > 0,5 besitzen. Auf diese Klassiﬁzierung
wird im Folgekapitel 2.2.3 nochmals genauer eingegangen.
2.2.3 Lineare Bruchmechanik für spröde Werkstoﬀe
Gegenstand der linear-elastischen Bruchmechanik (LEBM) ist in erster Linie die Bewertung
von Rissen. Aus makroskopischer Sicht stellt ein Riss einen Schnitt in einem Körper dar. Seine
gegenüberliegenden Berandungen sind die Rissoberﬂächen, werden aber auch Rissﬂanken oder
Rissufer genannt (Abb. 2.4). Sie sind häuﬁg, aber nicht notwendigerweise belastungsfrei11.
Der Riss endet an der Rissfront, die im Falle einer rein zweidimensionalen Betrachtung nur
der Rissebene oft auch nur als Rissspitze bezeichnet wird.
Die Bewertung eines Risses läuft typischerweise auf die Frage hinaus, ob der betrachtete
Riss in einer gegebenen Struktur- und Lastsituation wachsen, also von einem stationären in
einen instationären Zustand übergehen wird. Beim Risswachstum wird weiterhin zwischen
stabilem und instabilem Risswachstum unterschieden: Stabiles Risswachstum liegt vor, wenn
für das weitere Risswachstum eine Steigerung der Belastung notwendig ist. Bei instabilem
Risswachstum breitet sich der Riss auch ohne weitere Erhöhung der Belastung spontan aus.
Kommt ein Riss danach wieder zum Stillstand, wird dies Rissarrest genannt.
Hinsichtlich der Deformation eines Risses werden drei Rissöﬀnungsmoden unterschieden
(s. Abb. 2.5): Modus I zeichnet sich durch rein ebene, zur Ebene der Rissﬂanken symmetrische
Verschiebungen
u(x, y) = u(x,−y) , v(x, y) = −v(x,−y) , w = 0 (2.85)
und Modus II durch ebenfalls rein ebene, aber bezüglich der Ebene der Rissﬂanken anti-
metrische Verschiebungen aus
u(x, y) = −u(x,−y) , v(x, y) = v(x,−y) , w = 0 . (2.86)
11 Ein aktuelles, in der zeitgenössischen Literatur häuﬁg betrachtetes Beispiel mit belasteten Rissufern ist
das sogenannte Fracking, bei dem Gesteinsschichten durch Einpumpen eines ﬂüssigen Mediums unter
hohem Druck aufgebrochen und so dort gespeicherte fossile Brennstoﬀe zugänglich gemacht werden.
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Abbildung 2.5: Rissöﬀnungsmoden (Gross u. Seelig, 2016).
Schließlich ist Modus III durch rein nichtebene Verschiebungen in Richtung der Rissfront
gekennzeichnet
u = 0 , v = 0 , w(x, y) = −w(x,−y) , (2.87)
die ebenfalls zu einer Separation der Rissﬂanken führen. Eine Überlagerung dieser Rissöﬀ-
nungsmoden wird auch als Mixed-Mode-Beanspruchung bezeichnet.
Eine wichtige Rolle für die kontinuumsmechanische Beschreibung eines Risses spielt die so
genannte Prozesszone. Sie beschreibt die Region in der Umgebung einer Rissfront (bzw. Risss-
pitze), in der die inelastischen Prozesse der Bindungslösung stattﬁnden, die mit der klassischen
Kontinuumsmechanik nicht mehr beschrieben werden können. Ist die Prozesszone klein ge-
genüber den übrigen Strukturabmessungen und somit auch die von ihr implizierte Störung
der klassisch-kontinuumsmechanischen, linear-elastischen Lösung des Rissproblems klein, ist
letztere zur Beschreibung des makroskopischen Verhaltens hinreichend.12 Diese Annahme
ist vor allem für spröde Materialien erfüllt und die LEBM somit im Besonderen zur Be-
schreibung des Sprödbruchs geeignet. In diesen Fällen ist die asymptotische, linear-elastische
Nahfeld-Lösung an der Rissfront von fundamentaler Bedeutung zur Rissbewertung.
Das asymptotische Nahfeld eines Risses im homogen-isotropen Kontinuum
Das asymptotische Nahfeld an einer Rissfront im homogen-isotropen Kontinuum lässt sich
im Rahmen der linearen Elastizitätstheorie wirkungsvoll mit der Methode komplexer Po-
tentiale bestimmen. Eine ausführliche Herleitung ist z. B. von Lekhnitski˘ı (1963) gegeben
(eine kompakte auch von Gross u. Seelig (2016)). Die Spannungslösung mit der klassischen
Rissspitzensingularität σij ∝ 1/
√
r für die drei Rissmoden Modus I, II und III wird in
Polarkoordinaten wie folgt angegeben und gilt für die Annahmen des GEVZ13:
σI =
KI√
2pir
cos(ϕ/2)

1− sin(ϕ/2) sin(3ϕ/2)
1 + sin(ϕ/2) sin(3ϕ/2)
2ν
0
0
sin(ϕ/2) cos(3ϕ/2)
 Modus I , (2.88)
12 Dies gilt genauso für auch für andere Struktursituation mit Spannungssingularitäten.
13 Dabei beinhaltet der GEVZ sowohl den Spezialfall des EVZ zur Bestimmung der asymptotischen Nahfelder
von Modus I und II, als auch des longitudinalen Schubspannungszustands (vgl. z. B. Gross u. Seelig (2016))
zur Bestimmung des asymptotischen Nahfelds von Modus III.
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σII =
KII√
2pir

− sin(ϕ/2) [2 + cos(ϕ/2) cos(3ϕ/2)]
sin(ϕ/2) cos(ϕ/2) cos(3ϕ/2)
−2ν sin(ϕ/2)
0
0
cos(ϕ/2) [1− sin(ϕ/2) sin(3ϕ/2)]
 Modus II , (2.89)
σIII =
KIII√
2pir

0
0
0
cos(ϕ/2)
− sin(ϕ/2)
0
 Modus III . (2.90)
Die zugehörigen Verschiebungsfelder lauten:
uI(r, ϕ) =
KI
2G
√
r
2pi
(κ− cos(ϕ))
cos(ϕ/2)sin(ϕ/2)
0
 Modus I (2.91)
uII(r, ϕ) =
KII
2G
√
r
2pi
sin(ϕ/2)[2 + κ+ cos(ϕ)]cos(ϕ/2)[2− κ− cos(ϕ)]
0
 Modus II (2.92)
uIII(r, ϕ) =
2KIII
G
√
r
2pi
 00
sin(ϕ/2)
 Modus III (2.93)
mit κ=3− 4ν. Unter den Annahmen eines ESZ stellen sich die Spannungs- und Verschie-
bungsfelder von Modus I und II sehr ähnlich dar: Nur beträgt hier die Spannung σz =0 und
κ bestimmt sich zu κ= 3−ν
1+ν
. Weiterhin ist das Abklingverhalten der Spannungen im Riss-
spitzennahfeld, das durch den Spannungssingularitätsexponenten 1−λ=0,5 charakterisiert
ist, klassisch für viele Risskonﬁgurationen – auch in homogen-anisotropen Werkstoﬀen und
in Materialgrenzﬂächen. Ein verändertes Abklingverhalten mit anderen Spannungssingulari-
tätsexponenten tritt nur für Risskonﬁgurationen auf, bei denen zwar die Rissfront in einer
Materialgrenzﬂäche liegt, nicht aber die Rissﬂanken.
Wie bei allen asymptotischen Nahfeldern sind auch die Deformationen und Spannungen der
Rissmoden des Risses im homogen-isotropen Kontinuum bis auf die aus der äußeren Belastung
und der Lage des Risses resultierenden Spannungsintensitätsfaktoren KI, KII und KIII (SIF)
festgelegt. Damit stellen sie ein Maß für die Stärke der Beanspruchung der Struktur in der
Umgebung des Risses dar und können dementsprechend zur Bewertung des Risses unter einer
bestimmten Belastung herangezogen werden. So basiert das K-Konzept nach Irwin auf einem
Vergleich der berechneten SIF mit einem kritischen Wert.
Für einige wenige Geometrie- und Lastsituationen existieren analytische Lösungen zur Be-
stimmung der SIF (Gross u. Seelig, 2016). Für viele Fälle sind aber auch auf numerischem
Wege bestimmte SIF in einschlägigen Sammlungen angegeben (z. B. Tada et al. (2000)).
K-Konzept
Das K-Konzept nach Irwin geht davon aus, dass das Rissspitzennahfeld (2.88-2.93) die
Beanspruchung in einem Bereich dominiert, der gegenüber dem Bereich inelastischer Defor-
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Abbildung 2.6: Rissfortschritt im elastischen Körper.
mationen um die Rissspitze groß ist. Dies führt weiter zu der Annahme, dass die inelastischen
Separationsprozesse dort auch weitgehend von den die Intensität des Rissspitzennahfeldes
bestimmenden SIF gesteuert werden.14 Dann kann im Falle reiner Modus I-Beanspruchung
das Rissfortschrittskriterium
KI = KIc (2.94)
mit der materialspeziﬁschen kritischen Größe KIc, die experimentell zu bestimmen ist, formu-
liert werden.
Bei gemischter Beanspruchung ist entsprechend ein allgemeineres Kriterium zu verwenden:
f(KI, KII, KIII) = 1 . (2.95)
Energiebilanz beim Rissfortschritt und Griﬃthsches Kriterium
Es wird ein rissbehafteter, elastischer Körper betrachtet. Entlang seines Randes ∂Vt wirken
äußere Lasten, während entlang seines Randes ∂Vu Verschiebungen vorgeschrieben sind
(vgl. Abb. 2.1, 2.6). Weiterhin werden die Annahmen getroﬀen, dass alle angreifenden äußeren
Lasten ein Potential Π a besitzen, also beispielsweise Totlasten oder Federkräfte sind. Der
Rissfortschritt beinhaltet die Zustandsänderung von einem Gleichgewichtszustand 1 hin zu
einem neuen Gleichgewichtszustand 2.
Damit die Energieprinzipien, wie in Kapitel 2.1.2 dargestellt, anwendbar werden, wird
folgendes Gedankenmodell eingeführt:
• Der Körper sei entlang der durch einen neuen Rissfortschritt hinzugewinnbaren Risso-
berﬂäche ∆A geschnitten.
• Im Zustand 1 sei der Riss entlang der Rissoberﬂächen ∆A durch dort wirkende äußere
Lasten geschlossen. Dabei repräsentieren diese äußeren Lasten die Spannungen, die auf
∆A wirken würden, wäre der Körper nicht entlang ∆A geschnitten. Trotzdem wird ∆A
als nicht zu ∂Vt gehörig betrachtet.
• Im Zustand 2 sei der Riss vollständig geöﬀnet und die kompletten Rissoberﬂächen (jetzt
auch auf ∆A) seien spannungsfrei.
14 Dies setzt voraus, dass der Zustand der Prozesszone unabhängig von der Belastungsgeschichte der Rissspitze
ist, was z. B. bei Schwingbeanspruchung häuﬁg nicht mehr gegeben ist.
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• Die Zustandsänderung 1→ 2 entspricht der quasistatischen Reduktion der äußeren Las-
ten auf ∆A auf Null. Die übrigen Randbedingungen bleiben gleichzeitig unveränderlich.
Bei der quasistatischen Reduktion der Lasten auf ∆A verrichten sie eine Arbeit15
∆Wσ ≤ 0.
Gleichzeitig leisten die äußeren Lasten auf ∂Vt eine Arbeit W a12, mit
W a12 = −∆Π a = −(Π a2 − Π a1 ).
Aus der Forderung nach Gleichheit der Änderung des elastischen Potentials und der verrich-
teten Arbeit äußerer Lasten ergibt sich damit:
∆Π i = Π i2 − Π i1 = W a12 +∆Wσ = −Π a2 + Π a1 +∆Wσ (2.96)
und weiterhin mit dem Gesamtpotential Π = Π a + Π i
∆Π = ∆Wσ ≤ 0. (2.97)
Diese unter einfachen Annahmen geschlussfolgerte Aussage steht mit dem aus dem ersten
Hauptsatz der Thermodynamik abgeleiteten Zusammenhang (2.50) im Einklang, wonach die
(beim Bruchprozess) dissipierte Energie D gerade der negativen Änderung des Gesamtpoten-
tials entspricht.
Unter Annahme der Existenz einer speziﬁschen Bruchﬂächenenergie16 δ kann die beim
Rissfortschritt dissipierte Energie D auch durch
D = 2
∫ A+∆A
A
δ dA˜
ausgedrückt werden, wobei 2∆A die beim Rissfortschritt neu entstandene Rissoberﬂäche
beschreibt. Hiermit kann wiederum das energetisch basierte Bruchkriterium nach Griﬃth
deﬁniert werden:
−∆Π = 2
∫ A+∆A
A
δ dA˜ . (2.98)
Die speziﬁsche Bruchﬂächenenergie wird häuﬁg als Konstante angesehen, kann jedoch
z. B. auch eine Funktion der Rissverlängerung ∆a sein: δ= δ(∆a). In jedem Fall erlaubt dieses
Kriterium eine Aussage über die energetische Zulässigkeit eines ﬁniten Risswachstums.
Für den Rissfortschritt sind zwei Sonderfälle zu betrachten:
a) Werden die Verschiebungen auch auf dem Teil des Randes, für den die Verschiebungen
als ungleich Null ui 6= 0 und die äußeren Lasten als ungleich Null ti 6= 0 deﬁniert
wurden, während des Rissfortschrittes festgehalten, ist die Änderung des äußeren
Potentials ∆Π a=0. Damit folgt, dass ∆Wσ mit der Änderung des inneren Potentials
∆Π i gleichgesetzt werden kann:
∆Wσ = ∆Π
i . (2.99)
15 Grundsätzlich ist zwischen ∆Wσ und der beim Trennprozess des Materials geleisteten Arbeit der Bindungs-
kräfte ∆WB zu unterscheiden. Letztere ist eine materialspeziﬁsche Größe (Gross u. Seelig, 2016), während
die erstgenannte beispielsweise auch von Fehlstellen im Material und damit von Fertigungsbedingungen
abhängig ist.
16 Energie, die pro neu erzeugter Bruchoberﬂäche 2dA (dA am positiven wie auch negativen Rissufer)
notwendig ist, um das Material entlang der Fläche dA zu trennen (Gross u. Seelig, 2016).
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b) Sind die äußeren Lasten Totlasten und die Voraussetzungen der linearen Elastizitäts-
theorie erfüllt, gilt der Satz von Clapeyron (2.57): 2∆Π i + ∆Π a = 0. Damit wird
∆Wσ gleich der negativen Änderung des inneren Potentials ∆Π i bzw. gerade gleich der
Hälfte der Änderung des äußeren Potentials ∆Π a/2:
∆Wσ = −∆Π i = ∆Π
a
2
. (2.100)
Die Energiefreisetzungsrate ist die auf einen inﬁnitesimalen Rissfortschritt dA bezogene
freigesetzte Energie −dΠ
G = −dΠ
dA
. (2.101)
Mit ihr folgt das heute meist als Griﬃth-Kriterium bezeichnete Kriterium für inﬁnitesimalen
Rissfortschritt:
G = Gc , (2.102)
wobei Gc = 2δ dann nur noch als kritische Energiefreisetzungsrate oder Bruchzähigkeit (engl.:
fracture toughness) bezeichnet wird. Es hat gegenüber dem ursprünglichen Kriterium (2.98)
den Vorteil, dass keine weiteren Randwertprobleme für mögliche Folgerisskonﬁguration mit
ﬁnitem ∆A gelöst werden müssen, sondern schon anhand der Lösung des Randwertproblems
vor Rissfortschritt eine Aussage bezüglich Rissfortschritt gemacht werden kann.
Unter Verwendung der diﬀerentiellen Energiefreisetzungsrate G ist eine Aussage darüber
möglich, ob ein Riss stationär oder zumindest sein Wachstum stabil sind:
stationär: G < Gc , instationär – stabil:
(
G = Gc ∧ ∂G
∂a
< 0
)
, (2.103)
Hierin ist a ein die Rissausdehnung beschreibender Parameter. Umgekehrt gilt, der Riss ist
instationär – instabil: G > Gc ∨
(
G = Gc ∧ ∂G
∂a
≥ 0
)
. (2.104)
Es ist also essentiell, ob eine Struktur- und Lastsituation zu Energiefreisetzungsraten führt, die
mit zunehmender Risslänge steigen oder fallen. Struktur- und Lastsituationen mit steigenden
diﬀerentiellen Energiefreisetzungsraten werden auch als positiv, solche mit fallenden als negativ
bezeichnet (z. B. Bažant u. Planas (1997), Hell et al. (2014), Weißgraeber et al. (2016)).
Zur Berechnung der Potentialdiﬀerenz ∆Π bzw. der verrichteten Arbeit ∆Wσ der den
Riss schließenden, auf ∆A wirkenden Lasten t(1) = [σ(1)n , τ
(1)
nt , τ
(1)
ns ]T bieten sich im Falle
linearer Elastizität Rissschließintegrale an. Dabei bezeichnen σ(1)n Normalspannungen und
τ
(1)
nt , τ
(1)
ns tangentiale Schubspannungen auf ∆A. Mit entsprechenden Rissuferverschiebungen
u(2)+ = [u
(2)+
n , u
(2)+
nt , u
(2)+
ns ]T, u(2)− = [u
(2)−
n , u
(2)−
nt , u
(2)−
ns ]T ergibt sich das Rissschliessintegral
nach Rissmoden getrennt zu:
∆ΠI = −1
2
∫ ∆A
0
σ(1)n
(
u(2)+n − u(2)−n
)
dA
∆ΠII = −1
2
∫ ∆a
0
τ
(1)
nt
(
u
(2)+
nt − u(2)−nt
)
dA
∆ΠIII = −1
2
∫ ∆a
0
τ (1)ns
(
u(2)+ns − u(2)−ns
)
dA .
(2.105)
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Abbildung 2.7: Multimaterialkerbe.
Hierin stehen „+“ sowie „−“ für die beiden gegenüberliegenden Rissoberﬂächen (Abb. 2.4) und
(1), (2) kennzeichnen die Zustandsgrößen im Zustand 1 vor bzw. Zustand 2 nach Rissfortschritt
um ∆A. Weiterhin gilt
∆Π = ∆ΠI +∆ΠII +∆ΠIII . (2.106)
Mit Hilfe des Rissschliessintegrals sei nun auf die Klassiﬁzierung von Spannungssingularitäten
aus energetischer Sicht eingegangen. Dazu sei das zweidimensionale Randwertproblem einer
Multimaterialkerbe in der x,y-Ebene mit asymptotischem Nahfeld der Form (2.75) betrachtet
(Abb. 2.7). Von hier aus bilde sich ein Riss der Länge ∆a in Richtung ϕ = 0. An der Rissspitze
des neu entstandenen Risses wird ein x′, y′- bzw. r′, ϕ′-Koordinatensystem eingeführt, in dem
nun das asymptotische Nahfeld dieses Risses angegeben sei. Die Diﬀerenz des Gesamtpotentials
zwischen den beiden Konﬁgurationen lautet dann:
∆Π = −1
2
∫ ∆a
0
t(1)(r,ϕ=0) · (u(2)(r′,ϕ′=pi)− u(2)(r′,ϕ′=−pi)) b dr , (2.107)
wobei b die Ausdehnung des betrachteten Körpers in z-Richtung angibt und t(1) den freige-
schnittenen Spannungsvektor im Schnitt ϕ = 0 der ungerissenen Konﬁguration (1) darstellt.
Werden für den freigeschnittenen Spannungsvektor t(1) im Schnitt ϕ = 0 der ungerissenen
Konﬁguration (1) sowie für die Verschiebungen u(2) entlang der Rissﬂanken ϕ′ = ±pi die jewei-
ligen asymptotischen Nahfelder eingesetzt, ergibt sich für die Diﬀerenz des Gesamtpotentials
eine Proportionalität der Form:17
∆Π ∝ −
∫ ∆a
0
rλ
2D−1√r′ b dr (2.108)
Mit der Transformation18 r′ = ∆a − r und Lösung des Integrals mit dem kommerziellen
Computeralgebrasystem Mathematica R© für λ > 0 folgt:
∆Π ∝ −
∫ ∆a
0
rλ
2D−1√∆a− r b dr = −
√
pi
2
Γ (λ2D)
Γ (λ2D + 3/2)
b(∆a)λ
2D+1/2 . (2.109)
17 Anmerkung: Starrkörpermoden sind von der Betrachtung ausgeschlossen. Denn ihr Spannungsvektor in
der ungerissenen Konﬁguration ist identisch null. Genauso ist die aus ihnen resultierende Diﬀerenz der
Rissﬂankenverschiebungen in der gerissenen Konﬁguration identisch null.
18 Es ist zu beachten, dass r′ für ϕ′= ± pi gegenüber r in entgegengesetzter Richtung zeigt.
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Hierin stellt Γ die Eulersche Gammafunktion19 dar. Durch Bildung des Grenzwertes lässt
sich damit die resultierende diﬀerentielle Energiefreisetzungsrate angeben:
G = lim
∆a→0
−∆Π
b∆a
∝ lim
∆a→0
√
pi
2
Γ (λ2D)
Γ (3/2+ λ2D)
(∆a)λ
2D−1/2 . (2.110)
Damit folgt nur für die klassische Rissspitzensingularität mit Re(λ2D) = 1/2 eine ﬁnite
diﬀerentielle Energiefreisetzungsrate G, die aber für eine sinnvolle Anwendbarkeit des Griﬃth-
Kriteriums (2.102) notwendig ist.20 Hingegen verschwindet für schwache Spannungssingu-
laritäten Re(λ2D) > 1/2, wie sie beispielsweise an Spitzkerben auftreten, die diﬀerentielle
Energiefreisetzungsrate G = 0, während sie für starke Spannungssingularitäten Re(λ2D) < 1/2
unbeschränkt wird G → ∞.
Leguillon u. Sanchez-Palencia (1999) konnten mittels einer anderen Herangehensweise noch
allgemeiner zeigen, dass dies generell, und damit genauso auch für 3D-Spannungssingularitäten,
gilt:
klassisch : Re(λ) = 1/2 bzw. Re(1−λ) = 1/2 −→ G > 0 , (2.111)
schwach : 1/2 <Re(λ) < 1 bzw. 0 <Re(1−λ) < 1/2 −→ G = 0 , (2.112)
stark : 0 <Re(λ) < 1/2 bzw. 1/2 <Re(1−λ) < 1 −→ G →∞ . (2.113)
Für schwache sowie starke Spannungssingularitäten ist das Griﬃth-Kriterium (2.102) folglich
nicht mehr sinnnvoll anwendbar.
Abschließend für dieses Teilkapitel soll die Bedeutung von schwachen und starken Spannungs-
singularitäten für die Strukturen, in denen sie auftreten, noch kurz etwas näher betrachtet
werden. Auch bei diesen speziellen Spannungssingularitäten wird Versagen durch Rissbildung
eintreten. Sobald aber eine Rissspitze vorliegt, sei der Riss auch noch so klein, können endliche
diﬀerentielle Energiefreisetungsraten für ihn angegeben werden. Leguillon u. Martin (2012,
2013) untersuchten die Struktursituation eines auf eine Materialgrenzﬂäche zulaufenden
Risses der Länge a (vgl. Abb. 2.8). Endet der Riss gerade in der Materialgrenzﬂäche zwischen
zwei isotropen Kontinua, liegt je nach Steiﬁgkeitskontrast entweder eine starke oder eine
schwache Spannungssingularität vor: Beﬁndet sich der Riss in weicheren Material und triﬀt
auf ein steiferes (E2 > E1), existiert nach der linearen Elastizitätstheorie eine schwache
Spannungssingularität mit G = 0. Kommt der Riss aus dem steiferen und triﬀt auf ein wei-
cheres Material (E2 < E1), existiert eine starke Spannungssingularität G → ∞. Unmittelbar
bevor der Riss auf die Materialgrenzﬂäche triﬀt, liegt aber in jedem Fall noch eine klassische
19 Für diese gilt: Γ (z) =
∫∞
0
tz−1e−tdt , z ∈ C , Re(z) > 0.
20 Liegt sowohl als ungerissene Konﬁguration (1) als auch als gerissene Konﬁguration (2) ein Riss in homogen-
isotroper Umgebung vor, vereinfacht sich die Darstellung (2.110) mit λ2D = 1/2 zu G = fprop
√
pi
2
√
pi.
Bei Annahme eines selbstähnlichen Risswachstums unter reiner Modus I-Beanspruchung ergibt sich der
Proportionalitätsfaktor fprop zu:
fprop =
KI√
2pi
· KI√
2pi
κ+ 1
2G
=
K2I
2pi
8
2E∗
=
K2I
E∗
2
pi
, E∗ =
{
E im Falle eines ESZ
E/(1− ν2) im Falle eines EVZ .
Die diﬀerentielle Energiefreisetzungsrate lässt sich in Abhängigkeit der SIF aller drei Rissmoden dann
einfach folgendermaßen angeben:
G = K
2
I
E∗
+
K2II
E∗
+
K2III
2G
.
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Abbildung 2.8: Schematische Darstellung des Verlaufs der diﬀerentiellen Energiefreisetzungsraten G
für Risskonﬁgurationen, die solchen mit (a) schwachen bzw. (b) starken Spannungssingularitäten
benachbart sind, am Beispiel eines auf eine Materialgrenzﬂäche zwischen zwei isotropen Kontinua
zulaufenden Risses.
Rissspitzensingularität mit endlicher Energiefreisetzungsrate G vor, genauso wie unmittelbar
danach (z. B. nach Ablenkung des Risses in die Materialgrenzﬂäche oder Penetrierung des
Nachbarmaterials). Dadurch ergeben sich die für die benachbarten Risskonﬁgurationen einer
Struktursituation mit schwacher bzw. starker Spannungssingularität typischen Verläufe der
diﬀerentiellen Energiefreisetzungsrate. Die Anwendung der Stabilitätskriterien (2.103) und
(2.104) legt hier nahe, dass Risskonﬁgurationen, die sich zu einer Struktursituation mit
schwacher Spannungssingularität hin entwickeln, eher zu Rissarrest neigen, während solche
Risskonﬁgurationen, die sich zu einer Struktursituation mit starker Spannungssingularität
hin entwickeln, dazu tendieren, diese schnellstmöglich zu durchlaufen. Damit sind starke
Spannungssingularitäten zwar einerseits als besonders kritisch, aber andererseits auch als
schwer zu fassen einzustufen.
2.2.4 Bruchmechanik ﬁniter Risse und gekoppeltes Spannungs- & Energiekriterium
Das gekoppelte Spannungs- und Energiekriterium nach Leguillon (2002) baut auf der Bruch-
mechanik finiter Risse21 von Hashin (1996) auf, die anstatt eines stets kontinuierlichen
Risswachstums auch diskrete Bruchvorgänge mit einschließt. Ein daraus resultierender, kine-
matisch zulässiger Riss endlicher Größe ∆A entsteht demnach instantan, sobald einerseits die
lokale Beanspruchung ein gewisses Maß erreicht oder überschreitet (Spannungskriterium) und
andererseits seine Entstehung auch energetisch möglich ist (Energiekriterium). Das heißt:
• In der ungerissenen Konﬁguration (1) muss eine geeignet gewählte Vergleichsspannung
F(σ(1)ij ) auf der gesamten potentiellen Bruchﬂäche Γc die Festigkeit σc erreicht oder
überschritten haben.
F
(
σ
(1)
ij (x)
)
≥ σc ∀ x ∈ Γc (2.114)
Anders formuliert, wird von einem Spannungskriterium ein überbeanspruchter Bereich
deﬁniert, in dem dann kinematisch zulässige Risse endlicher Größe entstehen können.
Diese Risse seien hier auch als Sekundärrisse bezeichnet, ausgehend von der Mög-
lichkeit der Existenz eines (Primär-)Risses schon in der sogenannten „ungerissenen“
Konﬁguration.
21 auch unter dem Begriﬀ Finite Bruchmechanik (engl.: ﬁnite fracture mechanics (FFM)) bekannt
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• Die (Sekundär-)Risse können aber nur entstehen, wenn dies auch energetisch zulässig
ist. Es muss also die durch die Entstehung des (Sekundär-)Risses freigesetzte Energie
mindestens genauso groß wie die Energie sein, die für den Bruchprozess benötigt wird.
Diese Forderung entspricht dem Kriterium nach Griﬃth in seiner ursprünglichen Form.
Im Falle einer quasi-statischen, isothermen Belastung, die ein Potential besitzt, ergibt
sich das Energiekriterium dann zu:
−∆Π (∆A) =
∫ A+∆A
A
Gc(A˜) dA˜ . (2.115)
Hiervon ausgehend erscheint es sinnvoll eine mittlere diﬀerentielle Energiefreisetzungsrate,
die inkrementelle Energiefreisetzungsrate G¯, zu deﬁnieren:
G¯ = −∆Π (∆A)
∆A
=
1
∆A
∫
∆A
G(A˜) dA˜ . (2.116)
Ist die Funktion der inkrementellen Energiefreisetzungsraten von der Belastungsgeschichte
unabhängig, besitzt also ein totales Diﬀerential, dann gilt umgekehrt auch:
d(G¯(∆A) ·∆A)
d(∆A)
=
dG¯(∆A)
d(∆A)
∆A+ G¯ = G(∆A) . (2.117)
Mit der inkrementellen Energiefreisetzungsrate G¯ und der häuﬁg getroﬀenen Annahme einer
konstanten Bruchzähigkeit Gc lässt sich das gekoppelte Spannungs- und Energiekriterium von
Leguillon (2002), das auch als „hybrides Kriterium“ bekannt ist (Hebel, 2010, Gross u. Seelig,
2016), wie folgt angeben:
F
(
σ
(1)
ij (x)
)
≥ σc ∀ x ∈ Γc(∆A) ∧ G¯(∆A) ≥ Gc . (2.118)
Dieses gekoppelte Kriterium ermöglicht eine recht universelle Beschreibung der Bildung von
(Sekundär-)Rissen in spröden Strukturen unter Verwendung allein der Werkstoﬀkenngrößen
Festigkeit σc sowie Bruchzähigkeit Gc und ohne Notwendigkeit eines sonst häuﬁg eingesetzten
empirischen Längenparameters (z. B. Taylor (2007)).
Für das Spannungsteilkriterium in Gleichung (2.118) kann prinzipiell zunächst jedes in Kapitel
2.2.1 aufgeführte Festigkeitskriterium verwendet werden. Dabei ist jedoch stets die Eignung
des jeweiligen Festigkeitskriteriums zu validieren. Als vergleichsweise erfolgreich für isotrope
Werkstoﬀe hat sich die Hauptspannungshypothese erwiesen
F(σ(1)ij ) = σ1 ≥ σc . (2.119)
Auch die Verwendung eines Normalspannungskriteriums ist hier bei spröder Rissbildung
häuﬁg gerechtfertigt
F(σ(1)ij ) = σϕ ≥ σc . (2.120)
Im Falle transversal-isotroper Werkstoﬀe bieten sich die Versagenshypothesen nach Puck (2.69)
oder Cuntze (2.72) an, die anstatt mit einer Vergleichsspannung mit einer Materialanstrengung
E arbeiten, sodass das Spannungskriterium dann folgendermaßen lautet:
E(x) ≥ 1 . (2.121)
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Cornetti et al. (2006) schlagen alternativ zur punktuellen Auswertung der Vergleichsspannung
eine gemittelte Auswertung folgender Form vor:
1
∆A
∫
Γc
F
(
σ
(1)
ij (x)
)
dS˜ ≥ σc . (2.122)
Prinzipiell sind auch Modiﬁkationen des energetischen Teilkriteriums möglich. Eine Reihe
von Möglichkeiten, insbesondere zur besseren Erfassung von Mixed-Mode-Einﬂüssen, sind
beispielsweise in der Arbeit von Talmon l’Armée et al. (2017) angewendet und verglichen
worden.
Grundsätzlich existieren, wie bei jedem Versagenskriterium, zwei Möglichkeiten das gekoppelte
Kriterium anzuwenden:
• Problemstellung explizit : Es ist zu überprüfen, ob ein Bauteil einer vorgegebenen Belas-
tung standhält. Dann ist zunächst die ungerissene Konﬁguration (1) unter gegebener
Belastung einer Spannungsanalyse zu unterziehen und mittels des gewählten Spannungs-
kriteriums sind die überbeanspruchten Gebiete zu bestimmen. Schließlich sind in diesen
Gebieten alle möglichen, kinematisch zulässigen Risse sowie ihre Kombinationen auf
ihre energetische Zulässigkeit zu überprüfen. Wenn mindestens eine Risskonﬁguration
als energetisch zulässig befunden wird, wird Versagen postuliert.22
• Problemstellung implizit : Es ist die kritische Belastung eines Bauteils gefragt, bei der
Versagen eintritt. Dann ist im Allgemeinen ein nichtlineares Optimierungsproblem mit
ebenfalls nichtlinearen Restriktionen zu lösen, das wie folgt formuliert werden kann:
Finde die kleinste Belastung, bei der eine kinematisch zulässige Risskonfiguration, deren
Risse auf nach dem Spannungskriterium überbeanspruchte Gebiete beschränkt sind, auch
energetisch zulässig ist.
Bei Deﬁnition nur eines die Belastung steuernden Lastparameters P , sowie ebenfalls
nur eines die Rissgeometrie, insbesondere seine Ausmaße, steuernden Rissparameters
∆a, schreibt sich das Optimierungsproblem:
Pf = min
P,∆a≥0
{
P
∣∣∣ F (σ(1)ij (x)) ≥ σc ∀ x ∈ Γc(∆a) ∧ G¯(∆a) ≥ Gc} . (2.123)
Aus dem Optimierungsproblem resultieren außer den kritischen Lastparametern (hier
nur Pf) automatisch auch die kritischen Rissgeometrieparameter (hier nur af).
Es ist zu beachten, dass hier Versagen nicht zwingend auch vollständiges Versagen der
Gesamtstruktur bedeutet, sondern zunächst einmal lediglich, dass mit der Entstehung eines,
oder gegebenenfalls auch mehrerer, (Sekundär-)Risse/s zu rechnen ist. Zur Beantwortung
der Frage, ob letztendlich auch vollständiges Versagen der Struktur eintritt, ist weiter zu
überprüfen, ob ein (Sekundär-)Riss unter der gegebenen Belastung instabil instationär ist.
Weiterhin ist anzumerken, dass, während die Auswertung des Spannungskriteriums mit nur
einer Strukturanalyse, nämlich der ungerissenen Struktur- und Lastsituation, auskommt, die
Auswertung des Energiekriteriums für jede zu betrachtende Risskonﬁguration aber jeweils
eine weitere Strukturanalyse erfordert, sodass der Berechnungsaufwand (insbesondere in
22 Dabei ist noch nicht sichergestellt, dass auch gerade dieser Riss entstehen würde, da es andere Riss-
konﬁgurationen geben kann, die mehr Energie freisetzen würden und daher aus energetischer Sicht
kritischer wären. Zur Bestimmung der Risskonﬁguration mit der höchsten Energiefreisetzung wäre dann
ein Optimierungsproblem mit den Risskonﬁgurationsparametern als Designvariablen zu lösen.
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Abbildung 2.9: Einfaches Beispiel zur Bestimmung des kritischen Lastparameters Pf mittels des
gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums für ﬁnite Rissbildung ausgehend von einer Span-
nungskonzentration (gegebenenfalls auch einer schwachen Spannungssingularität) im Falle einer
positiven Struktur- und Lastsituation (monoton steigende inkrementelle Energiefreisetzungsrate):
(a) Für die gegebene Last ist das gekoppelte Kriterium nicht erfüllt, weil es keine zulässige
Rissgröße gibt, da amin > amax; folglich muss die Last gesteigert werden, um beide Teilkriterien zu
erfüllen. (b) Beide Teilkriterien sind nun bei höherer Last (hochskalierte Kurvenzüge G¯(P ),F(P )
für die Rissgröße ∆a = amin = amax exakt erfüllt. (c) Weitere Steigerung der Last führt zu
amin < amax, sodass es nun eine Vielzahl möglicher Rissgrößen gibt, für die mindestens eines der
beiden Teilkriterien übererfüllt ist.
3D-Problemstellungen) schnell ein kaum zu überschauendes Ausmaß erreichen kann. Deshalb
sind zum einen besonders eﬃziente Berechnungsmethoden zur Auswertung des gekoppelten
Kriteriums gefragt. Zum anderen sind zusätzliche Annahmen für die Ausgestaltung der
möglichen Risskonﬁgurationen meist unerlässlich. Typische Annahmen, die sich zumindest
in 2D-Problemstellungen bereits bewährt haben (z. B. Hell et al. (2014), Rosendahl et al.
(2017)), sind, dass sich (Sekundär-)Risse ausgehend von der größten Spannungskonzentration
(bzw. stärksten Spannungssingularität) ausbilden und dabei eben bleiben.
Die implizite Problemstellung stellt die größere Herausforderung dar, bietet aber die größere
Aussagekraft. Daher soll sie und das aus ihr resultierende Optimierungsproblem im Folgenden
genauer betrachtet werden: Dazu sei wieder von dem Spezialfall nur eines die Belastung
steuernden Lastparameters P und nur eines die Rissgeometrie steuernden Rissparameters ∆a
ausgegangen. Im linear-elastischen Fall verhält sich dann die Vergleichsspannung F (σ(1)ij ) direkt
proportional zum Lastparameter P , während die inkrementellen Energiefreisetzungsraten G¯
proportional zum Quadrat dieses sind:
F
(
σ
(1)
ij
)
∝ P , G¯ ∝ P 2 . (2.124)
Nun lässt sich das Optimierungsproblem (2.123) auf zwei wesentliche Fälle reduzieren, wie
sie von Weißgraeber et al. (2016) herausgearbeitet wurden:
Fall A: Ist die Vergleichsspannung mit zunehmendem Abstand von der Spannungskonzentration
monoton fallend, während die inkrementelle Energiefreisetzungsrate monoton steigend
in der Rissgröße ∆a ist, also insgesamt eine sogenannte „positive“ Struktur- und
Lastsituation vorliegt, liefert das Spannungskriterium immer eine Oberschranke amax
für die mögliche Rissgröße ∆a und das Energiekriterium eine Unterschranke amin, sodass
sowohl Energie- als auch Spannungskriterium bei Versagen exakt erfüllt sein müssen
(vgl. Abb. 2.9). Hier werden also aus den Ungleichungen (2.118) Gleichungen, die jeweils
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nach dem Lastparameter P aufgelöst und ineinander eingesetzt werden können, sodass
sich als VersagensbedingungF
(
σ
(1)
ij (x,P =1)
)
σ2c
2 = G¯(∆a,P =1)Gc (2.125)
ergibt. Hiermit ist zunächst die kritische Rissgröße af bestimmbar. Die kritische Last
Pf ergibt sich dann durch Einsetzen von af in eine der beiden Teilbedingungen des
gekoppelten Kriteriums (2.118).
Fall B: Ist die Vergleichsspannung mit zunehmendem Abstand von der Spannungskonzentration
(wieder) monoton fallend, die inkrementelle Energiefreisetzungsrate aber auch monoton
fallend in der Rissgröße ∆a, dann liegt eine sogenannte „negative“ Struktur- und Lastsi-
tuation vor. Nun liefern Spannungs- und Energiekriterium jeweils eine Oberschranke,
sodass es immer eine kleinere Rissabmessung ∆a gibt, die schon bei einer niedrigeren
Belastung beide Teilkriterien erfüllt. Diese Situation liegt beispielsweise bei Auftreten
einer starken Singularität vor, für die nicht nur die Spannungen sondern auch die
diﬀerentielle (und somit für sehr kleine Sekundärrisse auch die inkrementelle) Ener-
giefreisetzungsrate singulär sind. In letzter Konsequenz ergeben sich in einer solchen
Situation dann die kritischen Parameter zu Pf , af → 0 und es kann nur noch bestimmt
werden, bis wohin ein Sekundärriss unter einer bestimmten Last wachsen würde (wobei
dann auch die Versagensgeschichte bis zum Eintreten der starken Singularität schon
von entscheidender Bedeutung ist).
Es existieren auch Möglichkeiten der Kombination dieser beiden Fälle, wie sie z. B. bei einer
unendlichen Lochscheibe unter zwei einander gegenüber liegend angreifenden Punktlasten
(lokal positiv, global negativ (Weißgraeber et al., 2016)), oder einer einschnittigen Überlap-
pungsfügung (lokal erst positiv, dann negativ, schließlich global positiv) auftreten (vgl. auch
Abb. 2.10). So ist im letzteren Fall nur für kleine Rissgrößen23 0 ≤ a ≤ a∗ (Region I) sowie für
große Rissgrößen24 a > a∗∗ (Region III) Fall A zu betrachten. Liefert diese Betrachtung keine
erlaubte Rissgröße af , ist die kritische Rissgröße automatisch auf af = a∗ festgelegt (Region
II) und die Energiebedingung allein wird hinreichend.
Es lässt sich zusammenfassend festhalten, dass das gekoppelte Kriterium gegenüber der
reinen Festigkeitsmechanik den Vorteil bietet, dass sein Spannungskriterium nicht-lokal
ausgewertet wird, wodurch auch singuläre Spannungen eine sinnvolle Anwendbarkeit des
Kriteriums zunächst nicht weiter einschränken. Gegenüber der LEBM gestattet es auch die
Bewertung vieler Struktursituationen, die keine klassische Rissspitzensingularität (2.111)
beinhalten. Gerade in Struktursituationen, in denen nur einfache Spannungskonzentrationen,
wie beispielsweise an Löchern und Rundkerben, oder schwache Spannungssingularitäten
(2.112), z. B. an Spitzkerben und Laminaträndern, auftreten, hat sich die Anwendung des
gekoppelten Kriteriums bewährt.
Abschließend zu diesem Teilkapitel sei kurz auf die Betrachtung starker Singularitäten mit-
tels des gekoppelten Kriteriums eingegangen. Die Eigenschaft starker Singularitäten, dass
schon ihre diﬀerentiellen Energiefreisetzungsraten unbeschränkt sind G → ∞ (Gl. 2.113),
wirft die Frage auf, inwiefern eine Bewertung bezüglich der Initiierung von Sekundärris-
sen überhaupt möglich ist. Denn aus der Perspektive des gekoppelten Kriteriums (wie
23 bis zum lokalen Maximum der G¯(a∗)= G¯max
24 ab denen der Wert des lokalen Maximums wieder erreicht wird G¯(a∗∗)= G¯max
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(c) Lösung in Region III:
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Abbildung 2.10: Lösungsbeispiele des aus dem gekoppelten Spannungs- und Energiekriterium
folgenden Optimierungsproblems zur Bestimmung des kritischen Lastparameters Pf für ﬁnite
Rissbildung ausgehend von einer schwachen Spannungssingularität im Falle einer lokal zunächst
positiven, dann negativen und schließlich global wieder positiven Struktur- und Belastungssi-
tuation (Hell et al., 2014).
auch aus Sicht der LEBM) scheinen solche Struktursituationen keinerlei Widerstand gegen
Rissinitiierung/-fortschritt zu bieten. Nichtsdestotrotz könnte unter Kenntnis der vollständi-
gen Belastungsgeschichte zumindest prinzipiell eine Aussage darüber gemacht werden, welche
Rissgröße sich bei einer gegebenen Belastung einstellen würde.
2.3 Finite-Elemente-Methoden (FEM)
Bei Berücksichtigung komplexer Geometrien und Randbedingungen stoßen analytische Vorge-
hensweisen zur Lösung von Randwertproblemen schnell an Grenzen. Hierzu wurden eﬃziente
numerische Berechnungsverfahren entwickelt, die auch die Behandlung inelastischer Probleme
und großer Deformationen ermöglichen. Zu den gängigsten Verfahren gehört die Methode
der ﬁniten Elemente. Die Klasse der Finite-Elemente-Methoden (FEM), der auch die in
dieser Arbeit vorwiegend angewandte SBFEM angehört, basiert auf einer Diskretisierung
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Abbildung 2.11: Beispielhafte Diskretisierung eines zweidimensionalen Gebiets Ω mit Berandung
Γ = Γu ∪ Γt.
(Zerlegung) eines betrachteten Gebiets Ω in eine Reihe von Teilgebieten endlicher Größe: die
ﬁniten Elemente Ωe.
Ω ≈ Ω˜ =
ne⋃
e=1
Ωe. (2.126)
Auf diesen Teilgebieten wird mittels Variations- und Energieprinzipien (vgl. Kapitel 2.1.2)
die strenge Forderung nach lokaler Erfüllung aller herrschenden Diﬀerentialgleichungen
abgeschwächt, sodass zumindest einige25 letzterer (bei geeignet Gewichtung) nur noch im
integralen Mittel über dem ﬁniten Element erfüllt sein müssen. Dies bedeutet dann auch,
dass Spannungen und Dehnungen über Elementgrenzen hinweg unstetig sein dürfen. Mit
feiner werdender Diskretisierung wird die Lokalität im Grenzfall Ωe → 0 wiederhergestellt,
d. h. die Näherungslösung einer FEM konvergiert dann gegen die analytische Lösung, in
der alle Diﬀerentialgleichungen sowie Randbedingungen wieder lokal, also an jedem Punkt
des Gebiets, erfüllt sind. Detaillierte Darstellungen sind beispielsweise den Standardwerken
von Bathe (2004) und Zienkiewicz et al. (2013) sowie weiterer Spezialliteratur (Kuna, 2008,
Wriggers, 2001) zu entnehmen.
Im Folgenden soll die FEM in einer verschiebungsbasierten Variante auf Grundlage des
Prinzips der virtuellen Verrückungen (2.52) im Rahmen der linearen Elastizitätstheorie für
den Spezialfall eines dreidimensionalen Volumenelements dargestellt werden. Anschließend
sei auf die Spannungsrückrechnung und -glättung, die Anforderungen an die Verschiebungs-
ansätze sowie Konvergenzeigenschaften der klassischen FEM eingegangen. Schließlich wird
das Verfahren der Anreicherung der Verschiebungsansätze und dessen Auswirkungen auf die
Konvergenz dargestellt.
2.3.1 Klassische, verschiebungsbasierte FE-Formulierung für 3D-Randwertprobleme
der linearen Elastizitätstheorie
Es sei vom dreidimensionalen Randwertproblem der linearen Elastizitätstheorie mit den
Feldgleichungen (2.12, 2.18, 2.24) und den Randbedingungen (2.33) ausgegangen (Abb. 2.1),
dessen Gebiet Ω diskretisiert wird (Abb. 2.11).
25 Bei dem Prinzip der virtuellen Verrückungen (PdvV) ist dies die Gleichgewichtsbedingung.
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Auf jedem einzelnen Teilgebiet Ωe wird mit Hilfe des PdvV eine Näherungslösung u˜e für das
Verschiebungsfeld u gesucht26. Diese Näherungslösung muss das Kräftegleichgewicht (2.12)
auf Ωe nur im Mittel, die kinematischen Beziehungen (2.18) der Deformation aber exakt
erfüllen. Dazu werden sowohl die Geometrie x als auch die Verschiebungsfelder u mit Hilfe
von Formfunktionen NGek(x) und N
U
ek(x) approximiert:
x
∣∣
Ωe
≈ x˜e(x) =
nG
k,e∑
k=1
NGek(x) xˆek , u
∣∣
Ωe
≈ u˜e(x) =
nU
k,e∑
k=1
NUek(x) uˆek , (2.127)
wobei xˆek und uˆek jeweils für Koeﬃzienten der Näherungsfunktionen x˜(x) und u˜(x) stehen.
Dabei hat es sich vielfältig als vorteilhaft erwiesen, die Formfunktionen so zu wählen, dass
die genannten Koeﬃzienten selbst lokale Werte der Näherungsfunktionen, nämlich die Werte
an den Elementknoten, annehmen. Insbesondere Verschiebungsrandbedingungen sind so sehr
viel einfacher zu implementieren. Im Rahmen des gängigen und nachfolgend verwendeten
isoparametrischen Konzepts werden Geometrie und Verschiebungsfeld durch gleiche Ansätze
Nek(x) approximiert und nk,e = nGk,e = n
U
k,e ist die Anzahl der Elementknoten. Werden für
die virtuellen Verrückungen δue auf dem Elementgebiet Ωe die gleichen Ansätze verwendet
δue ≈ δu˜e(x) =
nk,e∑
k=1
Nek(x) δuˆek , (2.128)
spricht man von einem Galerkin-Ansatz. Die Koeﬃzienten der Ansatzfunktionen, d. h. die
Knotenkoordinaten xˆe, Knotenverschiebungen uˆe und virtuellen Knotenverrückungen δuˆe,
lassen sich zu Vektoren
xˆe =
[
xˆTe1, xˆ
T
e2, ..., xˆ
T
enk,e
]T
, (2.129)
uˆe =
[
uˆTe1, uˆ
T
e2, ..., uˆ
T
enk,e
]T
, (2.130)
δuˆe =
[
δuˆTe1, δuˆ
T
e2, ..., δuˆ
T
enk,e
]T
(2.131)
und auf ähnliche Weise die Formfunktionen zu entsprechenden Matrixfunktionen
Ne(x) =
Ne1(x) 0 0 · · · Nenk,e(x) 0 00 Ne2(x) 0 · · · 0 Nenk,e(x) 0
0 0 Ne3(x) · · · 0 0 Nenk,e(x)
 (2.132)
zusammenfassen, sodass
x˜e(x) =Ne(x) xˆe ,
u˜e(x) =Ne(x) uˆe ,
δu˜e(x) =Ne(x) δuˆe .
(2.133)
Unter Verwendung der Voigt-Notation für Spannungen (2.5) und Verzerrungen (2.14) sowie
Einsetzen des Diﬀerentialoperators
L
T =
 ∂∂x 0 0 0 ∂∂z ∂∂y0 ∂
∂y
0 ∂
∂z
0 ∂
∂x
0 0 ∂
∂z
∂
∂y
∂
∂x
0
 (2.134)
26 Eine Finite-Elemente-Methode kann auch mit Hilfe des PdvK (2.54) als spannungsbasierte Methode
formuliert, oder von erweiterten Funktionalen, wie dem Hellinger-Reissner- oder Hu-Washizu-Funktional
(vgl. z. B. Zienkiewicz et al. (2013)), abgeleitet werden.
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lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen und kinematischen Beziehungen im Rahmen der
linearen Elastizitätstheorie folgendermaßen angeben27:
σij,j + fj = 0 → LTσ(x) + f(x) = 0 , (2.135)
εij = (ui,j + uj,i)/2 → ε(x) = Lu(x) . (2.136)
Mit dem Hookeschen Gesetz (2.26) und dem auf dem Elementgebiet Ωe gültigen Elastizitäts-
tensor in Voigt-Notation Ce ergibt sich das Prinzip der virtuellen Arbeiten zu:
δWie =
∫
Ωe
δuTe L
TCeLue dΩ =
∫
Ωe
δuTe f dΩ +
∫
Γte
δuTe t
∗ dΓ = δWae . (2.137)
Einsetzen der Näherungsansätze (2.133) führt für jedes Element Ωe auf
δuˆTe
∫
Ωe
NTe L
TCeLNe dΩ︸ ︷︷ ︸
Ke
uˆe = δuˆ
T
e
∫
Ωe
NTe f dΩ︸ ︷︷ ︸
pΩe
+ δuˆTe
∫
Γte
NTe t
∗ dΓ︸ ︷︷ ︸
pΓe
(2.138)
und damit, nach Integration über das Elementgebiet Ωe, auf eine Gleichung, die für beliebige
virtuelle Verrückungen δuˆe erfüllt sein muss:28
δuˆTe (Keuˆe − pΩe − pΓe) = 0 . (2.139)
Die Elementsteiﬁgkeitsmatrizen Ke ergeben sich also durch Integration des Elastizitätstensors
C (in Voigt-Notation (2.26)) und approximierten Verzerrungsfunktionen ε˜ = LNeuˆe sowie
virtuellen Verzerrungsfunktionen δε˜ = LNeδuˆe bei Einheitsverschiebungen uˆe = I bzw. Ein-
heitsverrückungen δuˆe = I über das Elementgebiet Ωe. Die Elementknotenlastvektoren pΩe
und pΓe ergeben sich entsprechend aus den vorhandenen Volumenlasten f bzw. Oberﬂächen-
lasten t∗. Der Zusammenbau29 aller dieser linearen Gleichungssysteme (2.139) für e = 1, ..., ne
führt schließlich auf ein ebenfalls lineares Gleichungssystem für das Gesamtgebiet Ω:
Kuˆ = pΩ + pΓ = p (2.140)
mit der Gesamtsteiﬁgkeitsmatrix K, den Knotenverschiebungen uˆ und dem Knotenlastvektor
p.
Anforderungen an Verschiebungsansätze
Die erste und wichtigste Anforderung an die Verschiebungsansätze ist die nach ihrer linearen
Unabhängigkeit. Linear abhängige Verschiebungsansätze führen zu singulären Gleichungs-
systemen (2.140) und somit erst gar nicht zu einer Verschiebungslösung. Genauso müssen
27 Anmerkung: Sowohl für Tensor- als auch Voigt-Notation wird hier wieder die gleiche Fettdruck-Schreibweise
verwendet.
28 Aus dieser Gleichung ist das für die FEM typische lineare Gleichungssystem abzuleiten. Dabei wird aus
dieser Schreibweise direkt ersichtlich, dass bei der Anwendung von Verschiebungsrandbedingungen nicht
nur die zugehörigen Spalten sondern auch Zeilen des Gleichungssystems zu streichen sind.
29 Der Zusammenbau der linearen Gleichungssysteme (2.139), die das konstitutive Verhalten der einzelnen
Elemente beschreiben, wird auch Assemblierung genannt. Dabei werden gemeinsame Verschiebungsfrei-
heitsgrade dieser Gleichungssysteme, an gemeinsamen Knoten der Elemente, zusammengefasst. Dazu
werden die jeweils zugehörigen Einträge der Elementsteiﬁgkeitsmatrizen Ke bzw. der Elementlastvektoren
pΩe und pΓe zu einem Eintrag in der Gesamtsteiﬁgkeitsmatrix Ke bzw. den Knotenlastvektoren pΩ und
pΓ aufsummiert.
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xˆe3
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Abbildung 2.12: Abbildung des 3D-Elementgebiets auf das Gebiet eines würfelförmigen Einheits-
elements in kartesischem Elementkoordinatensystem.
die Ansätze verträglich, d. h. es müssen sowohl Kontinuität als auch Kompatibilität der Ver-
schiebungen über Elementgrenzen hinweg gewährleistet sein, sodass die Ausdrücke im PdvV
integrabel bleiben. Die Ansätze müssen also (Nebenbedingung des PdvV) die kinematischen
Grundgleichungen sowie die geometrischen Randbedingungen erfüllen.
Für eine monotone Konvergenz30 der Methode müssen die Ansätze außerdem vollständig sein.
Das bedeutet in erster Linie, dass sie zum einen Starrkörpermoden spannungsfrei und zum
anderen homogene Verzerrungen über das gesamte Element hinweg darstellen können müssen.
Denn im Grenzfall Ωe → 0 nähern sich die Verzerrungen in jedem Element einem konstanten
Wert, sodass beliebige Verzerrungsfelder der Gesamtstruktur approximiert werden können.
Eine Erweiterung des Vollständigkeitsbegriﬀs auf Polynomansätze höherer Ordnung p ist mit
Hilfe des Pascalschen Dreiecks gegeben, wonach ein Polynomansatz vollständig ist, wenn
gilt:
a+ b+ c = p , mit Polynomtermen xaybzc . (2.141)
Eine weitere Forderung an die Verschiebungsansätze ist die nach Drehinvarianz bzw. Objekti-
vität der FE-Lösung. Diese ist gegeben, wenn der Verschiebungsansatz unter einer Koordina-
tentransformation erhalten bleibt, was für vollständige, in elementbezogenen Koordinaten
deﬁnierte Ansätze zutriﬀt.
Klassischerweise werden Lagrangepolynome31 als Verschiebungsansätze und zur Darstel-
lung der Elementkoordinaten x˜ηe gewählt. Diese verwenden ebenfalls Lagrangepolynome
zur Abbildung des Einheitsgebiets mit kartesischen Koordinaten ηe1, η
e
2, η
e
3 ∈ [−1, 1] auf das
Elementgebiet Ωe verwendet, dargestellt (Abb. 2.12):
x˜ηe =N (η
e
1, η
e
2, η
e
3) xˆe . (2.142)
Dabei nehmen Lagrangepolynome automatisch die vorgegebenen Werte an gegebenen Stütz-
stellen an und besitzen schon die sogenannte Zerlegung-der-Eins-Eigenschaft (engl.: partition
of unity). Das heißt, an einer der gegebenen Stützstellen nehmen sie (unter Vernachlässigung
der Skalierung mit dem dort gegebenen Funktionswert) gerade den Wert eins und an allen
30 Monotone Konvergenz bedeutet ein stetiges Abnehmen des relativen Fehlers einer FE-Lösung bei zuneh-
mender Anzahl ﬁniter Elemente.
31 beispielhaftes 1D-Lagrangepolynom: u˜(η) =
∑nk,e
k=1Nek(η)uˆek mit Nek(η) =
∏nk,e
j=0,j 6=k
η−ηj
ηk−ηj
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anderen den Wert null an, während ihre Summe über das komplette betrachtete Intervall
wiederum den Wert eins liefert. Somit sind die wesentlichen, oben genannten Anforderungen
an den Ansatz erfüllt.
Sind die Formfunktionen in einem lokalen Elementkoordinatensystem x˜ηe gegeben, werden zur
Berechnung der Verzerrungen trotzdem die Ableitungen des Verschiebungsfeldes im globalen
x,y,z-Koordinatensystem benötigt. Der simpleren Darstellung halber seien die Komponenten
von x˜ηe hier mit x˜, y˜, z˜ dargestellt:
32Nk,η1Nk,η2
Nk,η3
 =
x˜,η1 y˜,η1 z˜,η1x˜,η2 y˜,η2 z˜,η2
x˜,η3 y˜,η3 z˜,η3
Nk,xNk,y
Nk,z
 = J e
Nk,xNk,y
Nk,z
 (2.143)
mit der Jacobimatrix J e. Genauso gilt umgekehrtNk,xNk,y
Nk,z
 = (J e)−1
Nk,η1Nk,η2
Nk,η3
 (2.144)
mit
(J e)−1 =
1
det(J e)
 y˜,η2 z˜,η3 − z˜,η2 y˜,η3 y˜,η3 z˜,η1 − z˜,η3 y˜,η1 y˜,η1 z˜,η2 − z˜,η1 y˜,η2x˜,η3 z˜,η2 − z˜,η3x˜,η2 x˜,η1 z˜,η3 − z˜,η1 x˜,η3 x˜,η2 z˜,η1 − z˜,η2x˜,η1
x˜,η2 y˜,η3 − y˜,η2x˜,η3 x˜,η3 y˜,η1 − y˜,η3x˜,η1 x˜,η1 y˜,η2 − y˜,η1x˜,η2
 (2.145)
und
det(J e) = x˜,η1 y˜,η2 z˜,η3 + x˜,η3 y˜,η1 z˜,η2 + x˜,η2 y˜,η3 z˜,η1
−x˜,η3 y˜,η2 z˜,η1 − x˜,η1 y˜,η3 z˜,η2 − x˜,η2 y˜,η1 z˜,η3
(2.146)
Die Integration über dem Elementgebiet erfolgt ebenfalls in den lokalen Koordinaten mit
dem Volumen- und den Oberﬂächendiﬀerentialen
dVe = dΩe = det(J
e) dη1dη2dη3 , dA
η1
e = dΓ
η1
e =
∥∥∥∥∂x˜ηe∂η2 × ∂x˜
η
e
∂η3
∥∥∥∥ dη2dη3 , (2.147)
dAη2e = dΓ
η2
e =
∥∥∥∥∂x˜ηe∂η1 × ∂x˜
η
e
∂η3
∥∥∥∥ dη1dη3 , dAη3e = dΓη3e = ∥∥∥∥∂x˜ηe∂η1 × ∂x˜
η
e
∂η2
∥∥∥∥ dη1dη2 . (2.148)
Dabei stellt der Operator ‖·‖ die euklidische Vektornorm dar.
Numerische Integration
Die Berechnung der Elementsteiﬁgkeitsmatrizen Ke und der Elementlastvektoren pe ist häuﬁg
nicht analytisch durchführbar – beispielsweise wenn sich im Falle stark verzerrter oder ge-
krümmter Elementgeometrien33 gebrochen rationale Integranden ergeben. Die Integration über
dem Elementgebiet erfolgt daher in der Regel numerisch mittels Quadraturformeln im lokalen
η1,η2,η3-Koordinatensystem auf dem Einheitselement η1, η2, η3 ∈ [−1, 1] (der einfacheren Dar-
stellung halber ist der Index e für das jeweilige aktuelle Element hier weggelassen). Dazu wird
32 Weiterhin beschreiben f,η die partiellen Ableitungen
∂f
∂η
einer Funktion f nach der Variablen η.
33 Dann ist die Determinante der Jacobi-Matirx nicht über das Elementgebiet konstant und geht über die
Inverse der Jacobi-Matrix in die Ableitungen der Formfunktionen ein.
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eine gewichtete Summation der Funktionswerte f(η) auf dem Einheitsgebiet an bestimmten
Stützstellen ηj (j = 1, ..., nI), den sogenannten Integrationspunkten, durchgeführt:∫
Ω
f(η) det(J) dη1dη2dη3 ≈
nI∑
j=1
wj f(ηj) det(J j) . (2.149)
Dabei wichten die Faktoren wj die Funktionswerte f(ηj) an den Integrationspunkten ηj
und sind von der verwendeten Quadraturformel abhängig. Meist wird die sehr eﬃziente
Gauß-Quadratur genutzt, die bezüglich der notwendigen Anzahl an Integrationspunkten zur
exakten Integration eines Polynoms einer bestimmten Ordnung optimal ist. So integriert sie
unter Verwendung von nI Integrationspunkten Polynome vom Grad 2nI−1 exakt. Mit Hilfe
z. B. der Newton-Cotes-Quadratur werden bei gleicher Anzahl an Integrationspunkten nur
Polynome vom Grad nI−1 exakt integriert. Es sei allerdings erwähnt, dass die Gaußquadra-
turformeln im Gegensatz zur Newton-Cotes-Quadratur für jeden exakt zu integrierenden
Polynomgrad andere Stützstellen verwenden, sodass eine adaptive Integration mit ihnen
trotzdem aufwendiger sein kann. In dieser Arbeit ﬁndet jedoch aufgrund ihrer Eﬃzienz vor
allem die Gauß-Quadratur Anwendung.
2.3.2 Spannungsrückrechnung und -glättung
Das approximierte Spannungsfeld σ˜ des jeweiligen Randwertproblems lässt sich einfach aus
den mittels des linearen Gleichungssystems (2.140) errechneten Knotenverschiebungen uˆ
rückrechnen. Dazu werden elementweise zunächst die approximierten Verzerrungen ε˜e(ηe)
durch Anwendung des Diﬀerentialoperators L auf die approximierten Elementverschiebungen
u˜e(η
e) (Gl. (2.133)) berechnet und schließlich mittels des Hookeschen Gesetzes (2.26) die
Spannungen in Voigt-Notation bestimmt
σ˜e(η
e) = CeL u˜e(η
e) . (2.150)
Diese rückgerechneten Spannungen sind wie auch die rückgerechneten Verzerrungen von
niedrigerer Näherungsgüte als die berechneten Verschiebungen, was im Wesentlichen in der
Diﬀerentiation der zugrundeliegenden Formfunktionen des Verschiebungsansatzes begründet
liegt. Mit der Diﬀerentiation geht zum einen eine Herabsetzung der Ordnung der Formfunk-
tionen einher, zum anderen führt sie ohne gesonderte Zusatzmaßnahmen zu Unstetigkeiten
an den Elementgrenzen, was zumindest innerhalb eines Werkstoﬀs gänzlich unphysikalisch ist.
Daher wurden seit Aufkommen der FEM Methoden zur Glättung der Spannungen gesucht
(Zienkiewicz et al., 2013).
Eine der ersten war die simple Mittelung der Spannungen aus an einem Knoten angren-
zenden linearen 2D-Dreieckselementen, die nur eine konstante Spannung abbilden. Diese
Methode ergab vor allem im Strukturinneren deutlich verbesserte Spannungswerte, während
die Randspannungen nur wenig verbessert waren. Dies ist eine generelle Problematik von
Spannungsglättungsverfahren der FEM und neben der Anzahl der Freiheitsgrade sicher mit
ein Grund, warum die Rand-Elemente-Methode auch in der Industriepraxis noch lange als
vollwertige Alternative zur FEM verwendet wurde.
Oden u. Brauchli (1971) stellten ein allgemeineres Verfahren vor, das für die Spannungen in
den Elementen die gleichen Formfunktionen wie für die Verschiebungen ansetzt
σ˜∗e =Nσeσˆ
∗
e mit Nσe =
[
Ne
T,Ne
T
]T
(2.151)
2.3 Finite-Elemente-Methoden (FEM) 49
P (x) = [ 1 x y x2 y2 xy ]
P (x) = [ 1 x y x2 y2 xy x2y xy2 x2y2 ]
oder
P (x) = [ 1 x y ]
oder
P (x) = [ 1 x y xy ]
σ
x
xI21x
I
11
σˆ∗12= σˆ
∗
21
σ˜2(x
I
21)σ˜1(x
I
11)
e = 1 e = 2
σ¯l(x)σˆ∗11
σˆ∗22
P (x) = [ 1 x ]
σ
x
xI22x
I
11
σˆ∗12= σˆ
∗
21
e = 1 e = 2
σ¯l(x)
xI12 x
I
21
σˆ∗13
σˆ∗11
σˆ∗23 σˆ∗22
P (x) = [ 1 x x2 ]
1D
2D
Abbildung 2.13: Die Superconvergent Patch Recovery für 1D-FE und 2D-FE, lineare und quadra-
tische Elemente am Beispiel eines Patches. Die für innen liegende Knoten berechneten Spannun-
gen sind von hoher Qualität und daher Klasse 1 zuzuordnen, die Knotenspannungen am Rand
Klasse 2 bzw. im 2D-Fall auch Klasse 3 (Eckknoten).
und deren Abweichungen gegenüber den rückgerechneten Spannungen mittels einer Fehler-
quadratmethode minimiert.
Πσ(σ˜
∗
e) =
∫
Ω
(
σ˜∗e − σ˜e
)2
dΩ −→ Min. (2.152)
=⇒ δΠσ(σ˜∗e, δσ˜∗e) = 2
∫
Ω
δσ˜∗e
T(
σ˜∗e − σ˜e
)
dΩ = 0 (2.153)
Unter Wahl des gleichen Ansatzes der geglätteten Spannungen σ˜∗e auch für die geglätteten
virtuellen Spannungen δσ˜∗e lässt sich nachfolgende Gleichung ableiten, die für beliebige
virtuelle Knotenspannungen δσˆ∗ erfüllt sein muss und daher letztendlich auf ein lineares
Gleichungssystem führt.
δσˆ
∗
e
T
([∫
Ω
NTσeNσe dΩ
]
︸ ︷︷ ︸
Ae
σˆ
∗
e −
[∫
Ω
NTσeCeLNe dΩ
]
uˆe︸ ︷︷ ︸
be
)
= 0 −→ Aeσˆ∗e = be (2.154)
Dieses Gleichungssystem ist für die Gesamtstruktur aufzustellen und daher vergleichsweise
aufwendig zu lösen. Hinzu kommt, dass es zwar zu glatteren aber nicht immer auch zu
genaueren Spannungen führte (vgl. Zienkiewicz et al. (2013)).
Ein sehr leistungsfähiges und weniger aufwendiges Verfahren ist die „superkonvergente Flicken-
Rückrechnung“ (engl.: Superconvergent Patch Recovery, SPR) nach Zienkiewicz u. Zhu (1992).
Sie basiert ebenfalls auf der Fehlerquadratmethode, führt diese aber „ﬂickenweise“ aus und
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stützt sich dabei nur auf die Spannungen in den Integrationspunkten einer Gauß-Quadratur
passender Ordnung anstatt der Spannungen im gesamten Element. Letzteres stellt einen
besonderen Vorteil dar, da die Spannungen in diesen Punkten genauer zu sein und schneller
zu konvergieren scheinen als überall sonst im Element. Tatsächlich lässt sich für bestimmte
Spezialfälle sogar mathematisch zeigen, dass die Ableitungen der primären Variablen dort
superkonvergent sind und mit der gleichen Ordnung wie die primären Variablen selbst
(und damit einer ganzen Ordnung mehr) konvergieren („Herrmann-Theorem“ (Zienkiewicz
et al., 2013, Kap. 15)). Beobachten lässt sich dieser Eﬀekt aber über weite Bereiche Finiter-
Element-Klassen und geht damit weit über die im Herrmann-Theorem betrachteten Fälle
hinaus. Für die Umsetzung wird zunächst wieder von einem stetigen Spannungsansatz (2.151)
ausgegangen, dessen Knotenwerte σˆ∗e zu ermitteln sind. Dazu werden stets Gruppen von
Elementen betrachtet, sogenannte Elementpatches, welche sich aus den an eine Elementecke
angrenzenden Elementen zusammensetzen (z. B. nPe = 2ndim Elemente bei uniformer ndim-
dimensionaler Diskretisierung). Ausgehend vom zentralen Knoten des aktuell betrachteten
Elementpatches wird ein diesen Patch l (l = 1, ..., nP) übergreifendes Polynom
σ¯l = P l(x) al mit P l(x) = [1 (x− xl) (y − yl) (z − zl) ... ] (2.155)
in globalen Koordinaten x mit Koeﬃzienten im Vektor al deﬁniert. Generell sind Polynome
von der gleichen Ordnung wie der des Verschiebungsansatzes zu verwenden. Je nach Problem-
dimension können Terme abhängig von y und z weggelassen werden. Die Koeﬃzienten in al
bestimmen sich aus der Minimierung der mittleren quadratischen Abweichung des Polynoms
σ¯l von den rückgerechneten Spannungen σ˜e an den Integrationspunkten der Gaußquadratur
xIej. Eine Faustregel zur Wahl der Ordnung dieser Gaußquadratur ist jene auszusuchen,
die gerade notwendig wäre, um den gegebenen (1D-)Polynomansatz exakt integrieren zu
können: für lineare Elemente wäre also nI = 1 Integrationspunkt im Elementzentrum, bei
quadratischen Elementen nI = 2ndim zu verwenden.
Πσl =
nPe∑
e=1
nIe∑
j=1
(
σ¯l(x
I
ej)− σ˜e(xIej)
)2 −→ Min. (2.156)
=⇒ δΠσl(σ¯l, δσ¯l) = 2
nPe∑
e=1
nIe∑
j=1
δσ¯Tl (x
I
ej)
(
σ¯l(x
I
ej)− σ˜e(xIej)
)
= 0 (2.157)
Unter Verwendung des gleichen Polynomansatzes für die virtuellen Spannungen wie für die
tatsächlichen auf Patch l ergibt sich wiederum ein lineares Gleichungssystem: nun aber nur
auf Patch-Ebene und nur für die Koeﬃzienten der Patchspannungen im Vektor al
nPe∑
e=1
nIe∑
j=1
δaTl
(
P Tl (x
I
ej)P l(x
I
ej)︸ ︷︷ ︸
Al
al −P Tl (xIej)CeLNe(xIej) uˆe︸ ︷︷ ︸
bl
)
= 0 −→ Alal = bl . (2.158)
Mittels der Patchspannungen σ¯l(x) lassen sich für alle auf dem Patch beﬁndlichen Knoten
Spannungen σˆ∗e inter- bzw. extrapolieren. Diese Spannungen sind mitunter von sehr unter-
schiedlicher Qualität, die von innen nach außen merklich abnehmen kann. Daher ist es sinnvoll
Patches überlappend auszuwerten, d. h. so, dass jeder Elementeckenknoten, der nicht direkt
an einer Gebietsberandung oder Materialgrenzﬂäche liegt, einmal in einem Patchzentrum lag.
Die ausgewerteten Knotenspannungen können dabei sortiert nach der Anzahl an Elementen,
an die sie innerhalb des Patches angebunden sind, und somit auch sortiert nach ihrer Qualität,
abgelegt werden (1D: 2 Klassen, 2D: 3 Klassen, 3D: 4 Klassen). Letztendlich sind nur die
Werte der jeweils höchsten besetzten Klasse (gegebenenfalls gemittelt) zu verwenden.
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2.3.3 Fehlernormen und ihre Konvergenz in der FEM
Die Konvergenz einer Finite-Elemente-Methode wurde bereits als ein stetiges Abnehmen
des relativen Fehlers einer FE-Lösung bei zunehmender Anzahl ﬁniter Elemente deﬁniert.
Dabei ist generell zwischen unterschiedlichen Fehlerquellen zu unterscheiden (Bathe, 2004,
Kap. 4):
• Der Diskretisierungsfehler ergibt sich einerseits aus der Diskretisierung der Geometrie
des betrachteten Gebiets Ω durch ﬁnite Elemente Ωe (geometrischer Diskretisierungs-
fehler) und andererseits aus der Diskretisierung des Verschiebungsfeldes durch die
Formfunktionen, der hier Felddiskretisierungsfehler genannt sei. In einer isoparame-
trischen Formulierung, in der sowohl Geometrie als auch Verschiebungsfeld mit den
gleichen Formfunktionen approximiert werden, konvergieren auch beide Arten des
Diskretisierungsfehlers ähnlich. Der Diskretisierungsfehler, insbesondere der Felddiskre-
tisierungsfehler, stellt häuﬁg (und so auch im Rahmen dieser Arbeit) den maßgeblichen
Anteil des Gesamtfehlers dar, weshalb dieses Teilkapitel vor allem dieser Fehlerart
gewidmet ist. Nichtsdestotrotz können auch andere Fehlerquellen auftreten und dürfen
daher nicht gänzlich außer Acht gelassen werden.
• Integrationsfehler treten aufgrund einer nicht exakten numerischen Integration der
konstitutiven Gleichungen und Volumenkräfte auf dem Gebiet Ω sowie der Randlasten
am Gebietsrand Γt auf. Sie sind mitunter abhängig von der Verzerrung der Elementgeo-
metrie, was mit ein Grund dafür ist, dass bei der Diskretisierung des Gebiets verzerrte
Elementgeometrien zu vermeiden sind. Generell führt eine Unterintegration zu einer
Reduktion der Steiﬁgkeit des diskretisierten Systems und wirkt somit dem Diskretisie-
rungsfehler entgegen. Diese Eigenschaft wird sich beispielsweise bei reduziert integrierten
linearen Elementen zunutze gemacht. Allerdings führt bei diesen die reduzierte Inte-
gration auch zur möglichen Ausbildung von unphysikalischen Null-Energiemoden: bei
linearen Elementen die Sanduhrmoden (engl.: hourglass-modes), deren Auftreten eine
FE-Lösung gänzlich unbrauchbar machen kann. Die Strategie der gezielten Ausnutzung
der Auslöschung von Integrations- und Diskretisierungsfehler ist außerdem insofern
fragwürdig, dass sie keinen klaren Anhaltspunkt bietet, wie nahe die numerische Lösung
an der exakten Lösung liegt.
• Rundungsfehler resultieren aus der endlichen Präzision, mit der Computer Zahlen
abspeichern und weiterverarbeiten können. Das Standardformat für das Abspeichern von
Gleitkommazahlen ist in aktuellen Computerprogrammen meist das Gleitkommazahlen-
Format „doppelter Genauigkeit“ (engl.: double-precision). Dabei werden 64 bit für die
Darstellung der Gleitkommazahlen bereitgehalten: 1 bit für das Vorzeichen, 11 bit für
den Exponenten und 52 bit für die eigentliche Zahlendarstellung. Mit 52 bit kann eine
Zahl mit bis zu 16 Stellen im Dezimalsystem (251 ≈ 2,25 · 1015) dargestellt werden. Somit
werden Rundungsfehler eigentlich nur noch bei außerordentlich schlecht konditionierten
Gleichungssystemen zum Problem und sind in einer Standard-FE-Analyse gegenüber
dem Diskretisierungsfehler in den allermeisten Fällen vernachlässigbar klein.
• Fehler können auch aufgrund einer nur näherungsweisen, iterativen Lösung des letztend-
lichen numerischen Problems durch den Lösungsalgorithmus entstehen. Dieser Fehler
hängt im Wesentlichen von der Anzahl der durchgeführten Iterationen ab und kann
dadurch gesteuert werden. Beispielhaft sind hier iterative Gleichungslöser wie das
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Gauß-Seidel-Verfahren und die Methode konjugierter Gradienten zu nennen, die ins-
besondere für große, dünn besetzte, symmetrische Matrizen den klassischen direkten
Lösungsverfahren in ihrer Eﬃzienz deutlich überlegen sind. Lösungsalgorithmen für Ei-
genwertprobleme, wie der in dieser Arbeit vornehmlich eingesetzte QR-Algorithmus, sind
ebenfalls klassischerweise iterative Verfahren. Iterative Gleichungslöser, die bei in dieser
Arbeit außen vor bleibenden nichtlinearen Problemstellungen Anwendung ﬁnden, sind
zum Beispiel das Newton-Raphson-Verfahren und angelehnte Quasi-Newton-Verfahren.
• Weitere Fehlerquellen, die für linear-elastische, statische Analysen aber keine Rolle
spielen, sind:
– Fehler in der Auswertung nichtlinearer Materialmodelle durch Linearisierung der
konstitutiven Gleichungen und
– Fehler in dynamischen Analysen aufgrund von Zeitintegration oder Superposition
einer reduzierten Basis von Schwingungsmoden.
Zur Beziﬀerung der Konvergenz des Diskretisierungsfehlers geht Bathe (2004) von einem
Modellproblem aus, in dem alle Fehler außer dem Diskretisierungsfehler null sind. Dies soll
auch hier der Ausgangspunkt sein. Doch sei an dieser Stelle die anschaulichere „Herleitung“
der Konvergenzordnung einer klassischen FEM nach Zienkiewicz et al. (2013) vorgezogen.
Ist die Verschiebungslösung u glatt, das heißt unendlich oft diﬀerenzierbar, kann sie in jedem
beliebigen Punkt xj in eine Taylor-Reihe entwickelt werden:
u = uj
∣∣∣∣
x=xj
+
∂u
∂x
∣∣∣∣
x=xj
(x− xj) + ∂u
∂y
∣∣∣∣
x=xj
(y − yj) + ∂u
∂z
∣∣∣∣
x=xj
(z − zj) + ... (2.159)
Ist ein Verschiebungsansatz u˜ bis zu einer Polynomordnung p vollständig, kann er also den
Anteil der in einer Taylor-Reihe entwickelten exakten Verschiebungslösung u bis ebenfalls zur
Ordnung p exakt abbilden und das Restglied der Taylor-Reiher bleibt als Fehler eu = u−u˜.
Unter Einführung einer charakteristischen Elementabmessung34 h und der Annahme, dass die
Abstände (x−xi), innerhalb derer die Taylorreihe und der Verschiebungsansatz beide gültig
sein sollen, ebenfalls von der Größenordnung des ﬁniten Elements und damit auch h sind, ist
also der Verschiebungsfehler von der Ordnung O(hp+1). Das heißt, der Verschiebungsfehler
wächst mit zunehmender charakteristischer Elementabmessung h nicht wesentlich schneller
als hp+1. Wird der Gradient des Polynomansatzes für die Verschiebungen zur Berechnung der
Verzerrungen ausgewertet, ist dessen Polynomgrad nur noch p−1, sodass auch die Taylor-Reihe
für das exakte Verzerrungsfeld nur noch bis zur Polynomordnung p−1 exakt abgebildet
werden kann und ein Restglied als Verschiebungsfehler der Ordnung O(hp) bleibt. Demnach
konvergiert die Verschiebungslösung unter Verwendung vollständiger linearer Ansatzpolynome
als Formfunktionen N (x) quadratisch und die Verzerrungslösung linear. d. h. bei Halbierung
der Länge aller Elementkanten viertelt sich der Verschiebungsfehler (u−u˜) und halbieren
sich der Verzerrungs- (ε−ε˜) und Spannungsfehler (σ−σ˜).
Bathe (2004) führt in seinem Standardwerk auch den mathematischen Konvergenzbeweis
auf Basis von Sobolev-Funktionenräumen und zugehörigen Normen. Dabei beschränkt er
sich ebenfalls auf den Fall glatter Verschiebungslösungen bei Verwendung vollständiger Po-
lynomansätze für die Formfunktionen. Die mathematischen Konvergenzbeweise basieren
34 Dies kann z. B. eine Elementkantenlänge sein. Von Zienkiewicz et al. (2013) ist sie allgemeiner als der
Durchmesser der kleinsten Kugel, die das ﬁnite Element vollständig einschließt, deﬁniert.
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klassischerweise auf einer Abschätzung des Interpolationsfehlers, der wiederum gegen den
tatsächlichen Fehler der FE-Lösung abgeschätzt wird. Der Interpolationsfehler beschreibt
denjenigen Fehler, der gemacht würde, wenn zwischen den exakten Knotenwerten der ana-
lytischen Verschiebungslösung mit dem gegebenen Verschiebungsansatz interpoliert würde.
Durch die Bestapproximationseigenschaft35 der FE-Lösung ist dann sichergestellt, dass der
Fehler der FE-Lösung kleiner ist als der Interpolationsfehler und somit die resultierenden
Fehlerschranken für den Interpolationsfehler auch für den Fehler der FE-Lösung gültig sind.
Für die detaillierte mathematische Formulierung sei auf die Spezialliteratur verwiesen und
hier nur die verwendeten Normen sowie schließlich das Ergebnis dargestellt.
Die Sobolev-Norm ‖ · ‖Hm(Ω) der Ordnung m ∈ N über dem Gebiet Ω lautet für das Verschie-
bungsfeld u unter Verwendung des Skalarproduktes:36
m = 0 : ‖u‖H0(Ω) =
(∫
Ω
‖u‖2 dΩ
)1/2
,
m = 1 : ‖u‖H1(Ω) =
‖u‖2H0(Ω) + ∫
Ω
3∑
i=1
∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2 dΩ
1/2 ,
m = 2 : ‖u‖H2(Ω) =
‖u‖2H1(Ω) + ∫
Ω
3∑
i,j=1
∥∥∥∥ ∂2u∂xi∂xj
∥∥∥∥2 dΩ
1/2 ,
(2.160)
wobei ‖ · ‖ die euklidische Vektornorm und folglich ‖ · ‖2 die Bildung des Skalarproduktes
impliziert. Die zugehörigen Halbnormen |u|Hm(Ω) ergeben sich jeweils aus der ausschließlichen
Auswertung der Integralausdrücke mit Ableitungen der Ordnung m. Damit lässt sich der
Diskretisierungsfehler einer verschiebungsbasierten FE-Formulierung für linear-elastische
Kontinua dann folgendermaßen darstellen:
‖u− u˜‖H1(Ω) ≤ C hp ‖u‖Hp+1(Ω) , (2.161)
wobei C eine materialabhängige, aber auch elementabhängige Konstante ist. Beispielsweise
ist er typischerweise für Dreiecks- und Viereckselemente unterschiedlich, nämlich für letz-
tere kleiner, sodass dann (bei gleicher Wahl der Ansatzpolynomordnung) die Nutzung von
Viereckselementen zu kleineren relativen Verschiebungsfehlern führt.
Es ist zu beachten, dass die Sobolev-Norm i. A. vom Wert ihrer Halbnorm dominiert wird, die
im Falle der H1(Ω)-Halbnorm nur Ableitungen der Verschiebungen erster Ordnung enthält.
So kann gezeigt werden, dass diese Norm stets von ähnlicher Größenordnung ist, wie die
Energienorm ‖u− u˜‖a(Ω) des Verschiebungsfehlers, wobei folgendes gelte:
‖u− u˜‖a(Ω) =
(∫
Ω
(ε− ε˜)T(σ − σ˜) dΩ
)1/2
=
(∫
Ω
(ε− ε˜)TC(ε− ε˜) dΩ
)1/2
. (2.162)
35 d. h., dass mit gegebenen Ansatzfunktionen keine bessere Approximation der exakten Lösung möglich ist
(Stichwort „Galerkin-Orthogonalität“)
36 Die Bezeichnung der Norm mit H ergibt sich dadurch, dass die Sobolev-Norm unter Verwendung des
Skalarproduktes gerade einer Hilbertnorm entspricht und durch die Verwendung von H die Notation
etwas abgekürzt wird. Dennoch ist die Bezeichnung der Sobolev-Norm spezieller, da sie auf die für die
mathematische Herleitung von FEM bedeutenden Sobolev-Funktionenräume verweist. Diese beinhalten
in dem hier betrachteten Fall mit Verwendung des Skalarproduktes den Raum aller bis zur gemischten
partiellen Ableitung m-ter Ordnung quadratisch integrierbaren Funktionen.
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Man beachte, dass gegenüber der Berechnung des elastischen Potentials Π i des Verschie-
bungsfehlers u− u˜ der Vorfaktor 1/2 fehlt und zusätzlich die Wurzel gezogen wird, sodass
Π
i(u− u˜) = 1/2 ‖u− u˜‖2a(Ω) .
Damit gilt die in der Fehlerschranke (2.161) angegebene Konvergenzbeziehung für die aus den
Verschiebungen abgeleiteten Verzerrungen und Spannungen und ergibt für diese die gleiche zu
erwartende Konvergenzordnung wie die vorherigen eher phänomenologischen Ausführungen
basierend auf der Taylor-Reihenentwicklung (2.159):
‖u− u˜‖a(Ω) ≤ Ca hp ‖u‖Hp+1(Ω) . (2.163)
Entsprechend lässt sich die Konvergenz des Verschiebungsfehlers in der Sobolev-Norm nullter
Ordnung angeben, die gerade der einfachen L2-Norm entspricht:
‖u− u˜‖H0(Ω) = ‖u− u˜‖L2(Ω) ≤ CL2 hp+1 ‖u‖Hp+1(Ω) . (2.164)
Diese Konvergenzbetrachtungen gelten aber nur für eine gleichmäßige Verfeinerung der
Diskretisierung bei Existenz einer hinreichend glatten analytischen Verschiebungslösung.
Ist die analytische Verschiebungslösung aber nicht mindestens so glatt, dass ‖u‖Hp+1(Ω)
beschränkt ist (d. h., ‖u‖Hp+1(Ω) liefere einen ﬁniten Wert), werden die Fehlerschranken
(2.161, 2.162, 2.164) bedeutungslos.
Beispielhaft sei hierzu das analytische asymptotische Verschiebungsfeld an einer Rissfront
als zweidimensionales Problem in Polarkoordinaten r, ϕ und dabei nur in der Komponente v
betrachtet. Es sei von folgender Struktur:
v =
∞∑
j=0
vj =
∞∑
j=0
rj/2φj(ϕ) . (2.165)
Hierin ist v0 eine Starrkörperverschiebung und φj(ϕ) sind reine Winkelfunktionen der Defor-
mationsmoden j. Auswertung der H0-, H1- und H2-Norm für den Term v1 auf einem Gebiet
Ω, das die Rissfront bei r = 0 mit einschließt (r ∈ [0, ra] mit ra > 0), ergibt dann
‖v1‖2H0(Ω) =
∫
Ω
(r1/2φ1(ϕ))
2 dΩ =
ϕ2∫
ϕ1
ra∫
0
r(φ1(ϕ))
2rdrdϕ <∞ , (2.166)
‖v1‖2H1(Ω) = ‖v1‖2H0(Ω) +
∫
Ω
(
∂(r1/2φ1(ϕ))
∂r
+
∂(r1/2φ1(ϕ))
r∂ϕ
)2
dΩ
= ‖v1‖2H0(Ω) +
ϕ2∫
ϕ1
ra∫
0
1
2✁r
(
φ1(ϕ) + 2
∂φ1(ϕ)
∂ϕ
)2
✁rdrdϕ <∞ , (2.167)
‖v1‖2H2(Ω) = ‖v1‖2H1(Ω) +
∫
Ω
((
∂2
∂r2
+
∂
∂r
(
∂
r∂ϕ
)
+
∂2
r∂r∂ϕ
+
∂2
r2∂ϕ2
)
r1/2φ1
)2
dΩ
= ‖v1‖2H0(Ω) +
ϕ2∫
ϕ1
ra∫
0
1
r3
(
−φ1
4
+
∂2φ1
∂ϕ2
)2
rdrdϕ −→∞ . (2.168)
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Während die H1-Norm noch beschränkt ist, triﬀt das auf die H2-Norm nicht mehr zu, sodass
die angegebenen Fehlerschranken schon für p = 1 (lineare Polynomansätze) unbrauchbar sind.
Dies kann für jede Struktursituation mit Spannungssingularitäten, also solche mit u ∝ rλ bei
λ < 1, gezeigt werden.
Für den Fall einer existierenden Spannungssingularität in der Struktursituation konnte gezeigt
werden, dass unter weiterer Annahme einer homogenen Verfeinerung der Diskretisierung
nur noch eine Konvergenz des Verschiebungsfehlers in der Energienorm der Ordnung λ
und in der L2-Norm der Ordnung 2λ erwartet werden kann (Johnson u. McLay, 1968,
Tong u. Pian, 1973, Strang u. Fix, 1973)37. Dies gilt unabhängig von der verwendeten
Polynomordnung für die Formfunktionen und stellt somit eine wesentliche Einschränkung dar.
Eine vertretbare Konvergenz des Verschiebungsfehlers unter abnehmender Elementgröße lässt
sich dann z. B. mit speziellen Diskretisierungsstrategien, die (gegebenenfalls adaptiv) nahe der
Spannungssingularität die Diskretisierung stärker als fern der Singularität verfeinern, erreichen.
Alternativ kann eine Anreicherung des Verschiebungsansatzes mit analytischen asymptotischen
Nahfeldlösungen angewendet werden. Diese Herangehensweise ist besonders eﬃzient bezüglich
der zusätzlich benötigten Freiheitsgrade und wird im Folgekapitel vorgestellt.
2.3.4 Anreicherung der Finite-Elemente-Ansätze
Es sei beispielhaft ein zweidimensionales, diskretisiertes Gebiet Ω mit Riss betrachtet
(Abb. 2.14). An der Rissfront existiert eine Spannungssingularität, die mit den Standard-
Verschiebungsansätzen der FEM nicht abgebildet werden kann. Der Lösungsansatz der Anrei-
cherung beinhaltet eine Erweiterung des Verschiebungsansatzes (2.127, 2.132) mit der analyti-
schen Nahfeldlösung der Verschiebungen an der Spannungssingularität. Dann bildet die An-
reicherung die Spannungssingularität ab, während durch die Standard-Verschiebungsansätze
der übrige Anteil der Verschiebungslösung abgedeckt wird. Ist letzterer hinreichend glatt,
kann so die optimale Konvergenz des Verschiebungsfehlers wiederhergestellt werden.
Ein entsprechender angereicherter Verschiebungsansatz, wie er ähnlich von Benzley (1974)
für den Fall eines ebenen Randwertproblems mit Riss vorgeschlagen wurde, ist
u˜i(x) =
∑
k∈N
Nk(x) uˆik︸ ︷︷ ︸
u˜sti (x)
+
nS∑
s=1
∑
l∈Ps
Nl(x)
[
nFs∑
m=1
(
Fims(x)−
∑
k∈N
Nk(x)Fims(xk)
)
cms
]
︸ ︷︷ ︸
u˜enri (x)
(2.169)
mit i = 1, 2. Hierin stellt der erste Summand den Standard-Verschiebungsansatz der FEM
dar. Dabei ist eine gegenüber den vorherigen Teilkapiteln veränderte Darstellung zur besseren
Übersichtlichkeit gewählt worden: Anders als in der bisherigen elementbasierten Formulie-
rung, sind in dieser knotenbasierten Formulierung alle einem Knoten k aus den umliegenden
Elementen zugeordneten Formfunktionen Nek zu einer diesem Knoten zugeordneten Ansatz-
funktion Nk zusammengefasst. Diese hat am Knoten k den Wert 1 und an allen anderen den
Wert 0.38 Dieser Verschiebungsansatz wird für die Menge N aller Knoten des vollständigen,
37 Johnson u. McLay (1968) und Tong u. Pian (1973) geben die Konvergenzordnung für das elastische
Potential und nicht die Energienorm, wie in dieser Arbeit verwendet, an. Folglich erhalten sie für das
elastische Potential auf einem Gebiet mit Spannungssingularität eine Konvergenzordnung 2λ.
38 Damit entspricht diese knotenbasierte Formulierung quasi einer assemblierten elementbasierten Formulie-
rung und wird häuﬁg in einer mathematischeren Darstellung der FEM verwendet. Diese Darstellung ist
weniger anwenderfreundlich, dafür aber übersichtlicher darstellbar.
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Riss Ωenr2
Ωst
Ωbl2
FE-Knoten
angereicherter
Ω = Ωenrs ∪ Ωbls ∪ Ωst
standard
FE-Knoten
Abbildung 2.14: Zweidimensionales Gebiet Ω mit Riss, das sich aus den Teilgebieten Ωenrs (um-
schließt Spannungssingularität an Rissfront/-spitze, Elementverschiebungsansätze sind vollstän-
dig angereichert), Ωst (Gebiet fern der Spannungssingularität, keine Anreicherung der Element-
verschiebungsansätze) und Ωbls (Übergangsgebiet, Elementverschiebungsansätze sind teilweise
angereichert) zusammensetzt.
diskretisierten Gebiets Ω verwendet. Die Funktionen Fims beinhalten die asymptotischen Nah-
felder der Verschiebungen an der Spannungssingularität s = 1, ..., nS, mit denen angereichert
werden soll, und cms sind die Wichtungsfaktoren dieser Nahfelder, die als neue Freiheitsgrade
mit in den Ansatz eingehen. Bei Anreicherung mit den klassischen Rissmoden stellen die
Wichtungsfaktoren cms somit gerade die zwei SIF als die zwei zusätzlich aus der Anreicherung
resultierenden Freiheitsgrade dar. Damit die Verschiebungen an allen Knoten vollständig
durch den Standardansatz gegeben sind, also uˆik auch wirklich die Knotenverschiebungen
sind, werden die Knotenwerte Fims(xk) der Anreicherungsfunktionen, multipliziert mit den
Formfunktionen des Standardansatzes, wieder abgezogen. Schließlich wird diese Anreicherung
nur für die Knotenmengen Ps, die alle Knoten in Ωenrs enthält, durchgeführt. Mittels der
Blendingfunktionen, die simplerweise auch die Standardformfunktionen sein können, wird
über das Gebiet Ωbls die Kontinuität der Verschiebungen zwischen angereichertem Gebiet Ω
enr
s
und nicht angereichertem Gebiet Ωst sichergestellt. Es sei nochmals herausgestellt, dass auf
Ωenrs nur ein Satz Wichtungsfaktoren cms deﬁniert ist und dieser Ansatz somit im Beispiel
des zweidimensionalen Rissfalls und Anreicherung mit den zwei Rissmoden zu nur zwei
zusätzlichen Freiheitsgraden führt.39
In der dreidimensionalen Betrachtung von Rissen wird typischerweise auch die Rissfront
und gleichzeitig der Verlauf der SIF durch Ansatzfunktionen approximiert. Zusammen mit
einem zusätzlich zu berücksichtigenden Rissmodus sowie zugehörigem SIF führt dies zu einer
39 In klassischen XFEM-Formulierungen (vgl. z. B. Mohammadi (2012)) wird, anstatt direkt mit den asymptoti-
schen Nahfeldern unter Verwendung der Spannungsintensitätsfaktoren als einzige zusätzliche Freiheitsgrade
anzureichern, mit einer Zerlegung des herrschenden asymptotischen Nahfelds angereichert und diese für
jede Verschiebungskomponente zur Verfügung gestellt. Im Falle des Risses ist dies standardmäßig die
Zerlegung von Fleming et al. (1997)
F (r, ϕ) =
√
r · [sin(ϕ/2), cos(ϕ/2), sin(ϕ/2) sin(ϕ), cos(ϕ/2) sin(ϕ)] (2.170)
mit vier Gliedern für jede der zwei Verschiebungskomponenten und demnach 8 zusätzlichen Freiheitsgraden
für jede Rissspitze s. Werden jedem angereicherten Knoten seine eigenen Freiheitsgrade zugestanden, kann
dies schnell zu einer ganz erheblichen Steigerung des Rechenaufwands führen, weshalb in diesen Fällen das
Anreicherungsgebiet Ωenrs meist auf die direkt an die Singularität angrenzenden Elemente beschränkt war.
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entsprechend höheren Anzahl an zusätzlichen aus der Anreicherung resultierenden Freiheits-
graden. Der relative Anteil dieser Freiheitsgrade an der Gesamtanzahl aller Freiheitsgrade
im Modell, die durch eine weitere zu diskretisierende Raumrichtung sowie einer weiteren an
jedem Knoten zu berücksichtigenden Verschiebungskomponente in ähnlichem Maße zunimmt,
bleibt jedoch etwa konstant und ist damit immernoch vergleichsweise klein.
Allerdings muss natürlich ein erhöhter Integrationsaufwand für die komplexen Anreicherungs-
funktionen betrieben werden. Deshalb wurden vielfach zur Standard-Gaußquadratur hoher
Ordnung über dem Einheitselement (z. B. verwendeten Ayhan et al. (2007) eine 48× 48× 48
Gaußquadratur für ihre 3D-Elemente mit Grenzﬂächenrissanreicherung) alternative Ansätze
verfolgt, wie die geschickte Zerlegung und Verzerrung des Gebiets des Einheitselements
(Laborde et al., 2005).
Für die virtuellen Verrückungen δui(x) wird ein ähnlicher Ansatz wie (2.169) verwendet.
Dann resultieren Steiﬁgkeitsmatrizen Kst aus dem Standardanteil u˜st des Verschiebungsan-
satzes, Kenr aus dem Anreicherungsanteil u˜enr sowie koppelnde Steiﬁgkeitsmatrizen Kst/enrs .
Entsprechend ergeben sich Knotenlastvektoren pst aus dem Standardanteil δu˜st des Ansatzes
für die virtuellen Verrückungen und penrs aus dem Anreicherungsanteil δu˜
enr
s . Mit den zum
Vektor uˆst zusammengefassten Knotenverschiebungen und den zu uˆenrs zusammengefassten
Wichtungsfaktoren cm ergibt sich das lineare Gleichungssystem
Kst K
st/enr
1 · · · Kst/enrs · · · Kst/enrnS
K
st/enr
1
T
Kenr1
...
. . .
K
st/enr
s
T
Kenrs
...
. . .
K
st/enr
nS
T
KenrnS


uˆst
uˆenr1
...
uˆenrs
...
uˆenrnS

=

pst
penr1
...
penrs
...
penrnS

. (2.171)
Dabei stellt in der Gesamtsteiﬁgkeitsmatrix K die Steiﬁgkeitsmatrix Kst aus dem Standard-
Verschiebungsansatz für gewöhnlich den mit Abstand größten Teil.
Blum (1988) lieferte mathematische Konvergenzbeweise für die Wirksamkeit der Methode
der Anreicherung in der verschiebungsbasierten FEM am Beispiel eines zweidimensionalen
Potentialproblems. Unter Verwendung vollständiger polynomialer Verschiebungsansätze von
der Ordnung p und einer zusätzlichen, vollständigen Anreicherung mit denjenigen Deforma-
tionsmoden der asymptotischen Nahfelder, die nicht glatt, d. h. deren Abklingexponten λ
(u ∝ rλ) keine natürlichen Zahlen (mit 0) sind
Λs = {λ |λ /∈ N0} ,
Λenr = {λ |λ ≤ λenrmax ∧ λ ∈ Λs} ,
ergeben sich die Fehlerschranken in vereinfachter Form zu
‖u− u˜‖H0(Ω) =‖u− u˜‖L2(Ω) ≤ CL2 hmin{p+1,λ
enr
+1+1,2λ
enr
+1 } , (2.172)
‖u− u˜‖a(Ω) ≤ Ca hmin{p,λenr+1 } . (2.173)
Hierin sei λenr+1 der kleinste Abklingexponent, der keine natürliche Zahl ist
40, und mit dem
nicht angereichert wurde
λenr+1 = min(Λ
s \ Λenr) = min{λ |λ > λenrmax ∧ λ ∈ Λs} . (2.174)
40 sodass das Abklingverhalten in r nicht durch ein Polynom beschrieben werden kann
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Tabelle 2.1: Erwartete Konvergenzordnungen in der L2- und Energienorm für eine FEM-Lösung
auf einem homogenen, isotropen Gebiet mit geradem Riss.
Ansatz-
polynom-
ohne Anr.
mit Anr. bis
λenrmax = 0,5
mit Anr. bis
λenrmax = 1,5
mit Anr. bis
λenrmax = 2,5
grad p λenr+1 = 0,5 λ
enr
+1 = 1,5 λ
enr
+1 = 2,5 λ
enr
+1 = 3,5
‖ · ‖L2 ‖ · ‖a ‖ · ‖L2 ‖ · ‖a ‖ · ‖L2 ‖ · ‖a ‖ · ‖L2 ‖ · ‖a
1 1,0 0,5 2,0 1,0 2,0 1,0 2,0 1,0
2 1,0 0,5 2,5 1,5 3,0 2,0 3,0 2,0
3 1,0 0,5 2,5 1,5 3,5 2,5 4,0 3,0
Um also optimale Konvergenzordnungen im Sinne einer glatten Verschiebungslösung wieder-
zuerlangen muss gelten:
λenr+1 > p .
Beispielhaft sind in Tabelle 2.1 die zu erwartenden Konvergenzordnungen des FE-Verschiebungs-
fehlers in der L2- und Energienorm für den Fall eines homogenen, isotropen Gebiets mit
geradem Riss unter einer die Deformationsmoden mit singulären Spannungen ansprechenden
Belastung angegeben.
Kapitel 3
Stand der Forschung
In diesem Kapitel wird ein Überblick zum weiten Forschungsfeld der Analyse und Bewertung
von 3D-Spannungssingularitäten gegeben. Es dient einerseits der Einordnung der vorliegenden
Arbeit und andererseits ihrer Abgrenzung gegenüber anderen Arbeiten. Dabei geht es zunächst
um Methoden zur Analyse von asymptotischen Nahfeldern. Diese beinhalten die Bestim-
mung von Singularitätsexponenten und Deformationsmoden einerseits sowie die Bestimmung
generalisierter Spannungsintensitätsfaktoren andererseits. Im Anschluss werden bisherige
Bewertungskonzepte für 3D-Spannungssingularitäten und ihre Anwendung diskutiert.
3.1 Methoden zur Analyse von 3D-Randwertproblemen mit
Spannungssingularitäten und ihre Anwendung
Das Auﬃnden von Lösungen für Randwertprobleme, die Spannungssingularitäten enthalten,
ist schon für 2D-Problemstellungen mitunter ausgesprochen anspruchsvoll. Einige analytische
Zugänge sind die Eigenfunktionexpansionsmethode, wie sie von Williams (1952) für isotrope
Kerbprobleme eingeführt wurde, und die Methode komplexer Potentiale (Muskhelishvili,
1977, Lekhnitski˘ı, 1963, Eshelby et al., 1953, Stroh, 1958). Vor allem letztere liefert einen
allgemeinen Formalismus im Rahmen der komplexen Funktionentheorie und beschränkt die
Lösung des Randwertproblems im Wesentlichen auf die Suche nach komplexen, holomorphen
Potentialen, die im Rahmen des Formalismus nur noch die Randbedingungen erfüllen müssen.
Allerdings ist schon diese Forderung nach Erfüllung aller Randbedingungen selten trivial.
Trotzdem hat sich die Methode in der Scheiben- und auch Plattentheorie gerade für den
Zugang zu asymptotischen Nahfeldlösungen an sogar beliebig anisotropen Multi-Materialecken
als geeignetes und zuverlässiges Werkzeug erwiesen (Sih et al., 1965, Bogy, 1972, Ting u.
Chou, 1981, Sator, 2010, Felger u. Becker, 2017).
Yosibash u. Szabó (1995) und Yosibash (2012) entwickelten die sogenannte „modiﬁzierte
Steklov-Methode“ zur zuverlässigen Bestimmung ebenfalls zweidimensionaler asymptotischer
Nahfelder auf Basis einer Finite-Elemente-Analyse. Simplere semi-analytische, aber ebenso
vielseitige Ansätze wurden beispielsweise von Yamada u. Okumura (1981), Leguillon u.
Sanchez-Palencia (1987), Gu u. Belytschko (1994) und Pageau u. Biggers (1996) vorgestellt.
Sie basieren alle auf dem gleichen Prinzip, in Umfangsrichtung einen Finite-Elemente-Ansatz
zu wählen, während das Problem in radialer Richtung analytisch betrachtet wird. Eine
Erweiterung dieses Ansatzes zur Lösung vollständiger Randwertprobleme ist den Arbeiten
von Song u. Wolf (1997), Deeks u. Wolf (2002a) und Wolf (2003) zur sogenannten skalierten
Rand-Finite-Elemente-Methode zu entnehmen. Eine gute Übersicht über die vielen Arbeiten
zu singulären Nahfeldern in 2D-Problemstellungen sind in Sinclair (2004a,b) (jeweils ca. 200
Quellen) zu ﬁnden.
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Bei 3D-Randwertproblemen mit Spannungssingularitäten sind analytische Lösungen noch-
mals schwerer zugänglich und schon für asymptotische Nahfelder nur unter sehr speziellen
Annahmen verfügbar. Mit Hilfe der Methode der Papkovich-Neuber-Potentiale sind einige
klassische Lösungen zu Einzelkräften im unendlichen Kontinuum oder auf dem elastischen
Halbraum zu erhalten. Ebenso können sie auf kugelsymmetrische Randwertprobleme, wie
die eines kugelförmigen Einschlusses im unendlichen Kontinuum, angewendet werden (siehe
z. B. Becker u. Gross (2002)).
3.1.1 Problemstellungen mit einfachen Liniensingularitäten
Eine Klasse von vergleichsweise einfach zugänglichen 3D-Randwertproblemen mit Spannungs-
singularitäten sind, mit gewissen Einschränkungen, solche mit sogenannten Liniensingularitä-
ten. Sie enthalten Kanten, entlang derer in jedem Punkt unter einer 2D-Analyse ebenfalls
singuläre Spannungen gefunden werden würden. Tatsächlich kann gezeigt werden (Aksentian,
1967), dass auch im allgemeinen 3D-Fall, in dem die Annahmen eines ebenen Verzerrungs-
oder longitudinalen Schubspannungszustands nicht erfüllt sind, in der Ebene senkrecht zur
betrachteten Kante mit singulären Spannungen trotzdem die 2D-Nahfelder des GEVZ existie-
ren. Diese können in den meisten Fällen analytisch mittels der oben genannten Methoden
(z. B. Methode komplexer Potentiale) bestimmt werden. Entlang der Kante (Koordinate
s) variieren dann – solange die Kante einen stetigen, glatten Verlauf aufweist – nur die
zugehörigen modalen Wichtungsfaktoren c2Dj (s), die äquivalent zu den häuﬁg berechneten
GSIF sind
ui =
∑
j
c2Dj (s) r
λ2Dj φ2Dji (ϕ) , i = 1, 2, 3 . (3.1)
Das vereinfacht die Analyse erheblich, da nicht erst aufwendig dreidimensionale asymptoti-
sche Nahfelder bestimmt werden müssen, bevor das vollständige Randwertproblem für c2Dj (s)
gelöst werden kann. Populäre und vielfach berücksichtigte Struktursituationen dieser Art
sind kreisförmige und elliptische Risse. Frühe Sammlungen von sowohl Methodik als auch
Anwendungen auf spezielle Struktursituationen stellt die Buchserie „Mechanics of Fracture“
dar, in der sich nach Band 1 zur Methodik (Sih, 1973) Band 2 (Kassir u. Sih, 1975) besonders
mit 3D-Rissproblemen und schließlich Band 6 (Chen u. Sih, 1981) auch mit 3D-Rissproblemen
in anisotropen Komposit-Strukturen beschäftigt. Viele der dort betrachteten Randwertpro-
bleme sind noch analytisch gelöst. Dennoch zeichnete sich schon damals der Trend hin zu
den vielseitiger einsetzbaren numerischen Verfahren ab.
Das vollständige Randwertproblem zur Bestimmung der modalen Wichtungsfaktoren respek-
tive GSIF wurde vermehrt mit Hilfe rein numerischer Methoden, wie der Rand-Elemente-
Methode (Wrobel u. Aliabadi, 2002, Gaul u. Fiedler, 2013) und mit gesteigerter Nachfrage nach
Rechenmethoden für nichtlineare Problemstellungen besonders der Finite-Elemente-Methode
(Stein, 1989, Wriggers, 2001, Bathe, 2004, Zienkiewicz et al., 2013) gelöst. Die Bestimmung
der klassischen SIF entlang der Rissfront konnte dann im Rahmen einer Nachverarbeitung
der Ergebnisse (engl.: postprocessing) und unter Kenntnis der 2D-Nahfelder vor allem mittels
Erhaltungsintegralen (z. B. 3D-J-Integral, siehe z. B. Kuna (2008)) sowie daraus abgeleiteten
Interaktionsintegralen (vgl. Shih u. Asaro (1988), Nakamura (1991), Walters et al. (2005))
erfolgen. Allgemeinere Ansätze zur Bestimmung generalisierter SIF1 an beliebig anisotropen
1 in diesem Zusammenhang auch Kantenspannungsintensitätsfaktoren genannt, engl.: edge stress intensity
factors, ESIF
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Multi-Materialkanten (die Risse natürlich mit einschließen) stammen z. B. von Costabel et al.
(2004), Yosibash et al. (2008), Apel et al. (2008), Yosibash (2012), Yosibash u. Shannon
(2014), die eine quasi-duale Funktionsmethode auf eine Finite-Elemente-Lösung anwendeten.
Weitere Interaktionsintegrale mit ähnlich breiter Einsetzbarkeit im Rahmen der linearen
Elastizitätstheorie sind das (Zwei-Zustands-)M-Integral (Kim et al., 2001, Nagai et al., 2012)
sowie das H- bzw. Ψ-Integral (Leguillon u. Sanchez-Palencia, 1987, Meda et al., 1998, Nomura
et al., 2010). Eine auf einer speziellen Finite-Elemente-Methode basierende Möglichkeit der
punktweisen Bestimmung der GSIF entlang Liniensingularitäten ist von Saputra et al. (2015)
im Rahmen einer Skalierten Rand-Finite-Elemente-Methode-Implementierung für sogenannte
Octree-Vernetzungen gegeben.
3.1.2 Einschub: Numerische Methoden in Gegenwart singulärer Felder
Bei der Verwendung von rein numerischen Lösungen, insbesondere der Finite-Elemente-
Methode basierend auf Netzverfeinerungsstrategien, ist stets zu beachten, dass diese Lö-
sungen in Gegenwart von Singularitäten ein vermindertes Konvergenzverhalten sowie eine
verschlechterte Genauigkeit aufweisen (vgl. Johnson u. McLay (1968), Tong u. Pian (1973),
Strang u. Fix (1973)). Ohne Anspruch auf Vollständigkeit folgt eine Klassiﬁzierung möglicher
Methoden und Verfahren mit dieser Herausforderung umzugehen:
• Die Gebietsskalierung ist eine Möglichkeit das Konvergenzverhalten und die Genau-
igkeit der Lösung in Anwesenheit von Spannungssingularitäten wieder zu verbessern:
Ist die Spannungssingularität von der Ordnung Re(λ)−1, d. h. die Verschiebungen
sind u ∝ rRe(λ), wobei r den Abstand zum Punkt singulärer Spannungen darstellt,
dann führt eine Skalierung der Umgebung dieses Punktes mit ρ = rRe(λ) zu einem
Verschwinden der Singularität in den skalierten Koordinaten. Eine Möglichkeit, dieses
Konzept umzusetzen, ist der Ansatz der gradierten Diskretisierung, wie sie z. B. von
Apel et al. (1996), Apel (1999) oder früher auch von Grisvard (1985) und Oganesyan
u. Rukhovets (1979) vertreten wurde. Eine weitere Möglichkeit der Umsetzung ist die
Skalierung nur des Gebietes der am Punkt singulärer Spannungen anliegenden ﬁniten
Elemente (Akin, 1976, Kuna, 2008). Die bekanntesten Vertreter dieser Strategie sind
die Viertelpunktelemente nach Henshell u. Shaw (1975) sowie Barsoum (1976, 1977),
die auch Eingang in kommerzielle FEM-Programme (z. B. Abaqus) gefunden haben.
Sie sind Elemente mit quadratischen Ansätzen und demzufolge drei Knoten entlang
jeder Elementkante. Die Verschiebung der Mittelknoten derjenigen Elementkanten, die
am Punkt singulärer Spannungen liegen, zum Punkt singulärer Spannungen hin auf
die Viertel-Position, führt gerade zu der gewünschten Skalierung des Elementgebiets.
Dann kann der linearere Anteil des Verschiebungsansatzes die Rissspitzensingularität
σ ∝ 1/√r und der quadratische Anteil die homogene Dehnung im Element darstellen.
• Die Anreicherung der Verschiebungsansätze mit (möglichst) analytischen Lösungen ist
eine weitere Möglichkeit zur Wiederherstellung der optimalen Konvergenzeigenschaf-
ten sowie zur Verbesserung der Genauigkeit der auf dem Ritz-Verfahren basierenden
numerischen Methoden. Schon sehr ausgereifte Arbeiten zur Anreicherung des Ver-
schiebungsansatzes für 2D-Rissprobleme stammen von Benzley (1974) sowie Giﬀord u.
Hilton (1978). Blum (1988) lieferte mathematische Konvergenzbeweise für die Wirksam-
keit der Methode der Anreicherung. Weite Verbreitung fand die Methode spätestens
mit Aufkommen der sogenannten „erweiterten FEM“ (engl.: eXtended Finite Element
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Method, XFEM) Ende der 1990er Jahre (Melenk u. Babuška, 1996, Fleming et al.,
1997, Duarte et al., 2000). Im Gegensatz zu früheren Arbeiten verwendeten sie als
Anreicherung für die Verschiebungsansätze eine Zerlegung des Rissspitzenfeldes. Zu-
sätzlich reicherten sie ihren Verschiebungsansatz mit Sprungfunktionen zur Abbildung
des Verschiebungssprunges an den Rissﬂanken an, um bei Rissfortschrittsanalysen
auch Risse innerhalb eines Elements abbilden zu können. Dadurch sollte eine Neuver-
netzung nach Rissfortschritt vermeidbar sein. Fries u. Belytschko (2010) gaben eine
weitreichende Übersicht zur Entwicklung der XFEM bis zum Jahr 2010 mit über 200
Quellen, vernachlässigten dabei aber Parallelentwicklungen in der Anreicherung der
FEM-Ansätze mit vollständigen analytischen Nahfeldern (z. B. Chen (1985), Kaya u.
Nied (1993), Pageau u. Biggers (1997), Ayhan et al. (2007), Attaporn u. Koguchi (2009)).
Einen bemerkenswerten Vorteil der Anreicherung mit analytischen Nahfeldern stellt die
Tatsache dar, dass die (G)SIF direkt2 Freiheitsgrade der eigentlichen FE-Lösung sind
und nicht erst im Postprocessing bestimmt werden müssen.
• Eine Möglichkeit, das Konvergenzproblem an singulären Punkten zu umgehen, ist
die Anwendung sogenannter Singulärer-Hybrider-Finiter-Elemente (Pian, 1995, Kuna,
2008). Sie stützen sich auf hybride Formulierungen des Variationsfunktionals. Beson-
ders die vereinfachte gemischt hybride Formulierung von Tong et al. (1973), die ein
Rissspitzenelement, das die Rissspitze (im zweidimensionalen) vollkommen umschließt,
erlaubt, ist besonders zur Verwendung in der FEM mit quadratischen Elementansätzen
geeignet (Kuna, 2008). Dabei sind ähnlich der Lösungsansatzwahl nach Treﬀtz (Treﬀtz,
1926, Piltner, 1982, Qin, 2005) Ansätze gefordert, die bereits die Grundgleichungen der
Elastizitätstheorie innerhalb des Elementgebiets, also auch an den Rissﬂanken, erfüllen.
Demnach sind die gesuchten Ansätze in diesem Fall die asymptotischen Nahfelder am
singulären Punkt und müssen a priori bekannt sein. Gleichzeitig ist ein Vorteil der
Methode, dass so SIF, zusammen mit den Wichtungsfaktoren auch höherer Terme
im asymptotischen Nahfeld, direkt als Unbekannte enthalten sind. So setzt sich das
Variationsfunktional günstigerweise nur aus Oberﬂächenintegralen zusammen:
Πmh(ui, u˜i) =
∫
∂Vu
tiu˜i dA− 1
2
∫
∂Vu
tiui dA−
∫
∂Vt
t∗i u˜i dA .
Hierin sind komponentenweise t∗i die auf dem Elementrand ∂Vt aufgebrachten Span-
nungsvektoren, ti und ui jeweils der Spannungsvektor bzw. der Verschiebungsvektor
des asymptotischen Nahfeldes und u˜i der FE-Verschiebungsansatz auf der Elementober-
ﬂäche. Die Variation über die SIF des analytischen Feldes liefert einen Zusammenhang
zwischen diesen und den Knotenverschiebungen des Verschiebungsansatzes am Element-
rand. Dieser kann wiederum in das Variationsfunktional eingesetzt und dieses somit in
ein rein verschiebungsbasiertes umgewandelt werden, das schließlich zur Kopplung an ein
FE-Netz geeignet ist. Ist das vollständige Randwertproblem mit der FEM gelöst, sind
die Randverschiebungen des singulären hybriden Elements bekannt, sodass über den
ermittelten Zusammenhang zwischen Randverschiebungen und GSIF letztere bestimmt
werden können.
2 Dies gilt zumindest für die klassischen Anreicherungsansätze. Im Falle typischer XFEM-Anreicherungen
mit zerlegten asymptotischen Nahfeldern sind sie auch immer noch indirekt enthalten, werden jedoch
meist mittels Erhaltungs- bzw. Interaktionsintegralen bestimmt.
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Abbildung 3.1: 3D-Problemstellungen mit Riss, die 2D-Liniensingularitäten (entlang Rissfront)
und gleichzeitig 3D-Punktsingularität enthalten: (a) keilförmiger Riss mit Öﬀnungswinkel ψc und
Punksingularität an Keilspitze; (b) senkrecht auf einen freien Rand treﬀender Riss (Randriss-
Situation) mit Punktsingularität, wo Riss auf Rand triﬀt.
• Schließlich ist eine besondere Gradierungsmethode für die Diskretisierung im Rahmen
einer h-p-Methode3 nach Rank u. Babuška (1987) zu nennen. Sie geben an, eine für die h-
p-Methode optimale Verfeinerungsstrategie entwickelt zu haben, die unabhängig von der
vorhandenen Singularitätsordnung die einem Potenzgesetz folgenden Konvergenzraten4
liefert, die mit dieser Methode für ein glattes Randwertproblem erwartet werden können.
Diese Verfeinerungsstrategie ist kaum verbreitet, wird aber heute z. B. noch von Yosibash
(2012) vertreten.
Weitere Methoden und Verfahren mit dieser Herausforderung umzugehen werden z. B. von
Kuna (2008) gegeben. Hier soll wieder zur Einordnung verschiedener dreidimensionaler
Randwertprobleme mit Spannungssingularitäten zurückgekehrt werden.
3.1.3 Bestimmung dreidimensionaler asymptotischer Nahfelder –
Deformationsmoden und Spannungssingularitätsexponenten
Häuﬁg ist der Verlauf der Kanten mit singulären Spannungen (im Folgenden auch Singulari-
tätslinien genannt) nicht glatt, wie beispielsweise an Bimaterialecken in Laminatstrukturen
(Laminateckeneﬀekt, siehe z. B. Mittelstedt u. Becker (2007)), oder nicht stetig, weil die
Singularitätslinie (z. B. entlang einer Rissfront) in einer Oberﬂäche mündet. Dann sind
die dreidimensionalen, asymptotischen Nahfelder bezüglich dieser Diskontinuitätspunkte
unbekannt und müssen erst mit geeigneten Verfahren bestimmt werden.
3d. h., dass nicht nur die Diskretisierung verfeinert (h-Methode), sondern gleichzeitig auch die Ordnung der
Verschiebungsansätze erhöht wird (p-Methode)
4 Der Fehler in der Energienorm ist in hinreichend glatten Randwertproblemen ∝ hp mit der charakteristi-
schen Elementgröße h und Ordnung der gewählten Ansatzfunktionen p (vgl. Gl. 2.163). In der p-Methode
wird die Anzahl der Freiheitsgrade durch die stetige Erhöhung von p gesteigert. Die Ordnung der gewählten
Ansatzfunktionen p steht im Exponenten und das Konvergenzverhalten wird als exponentiell bezeichnet.
Im Gegensatz dazu wird in der h-Methode h gleichmäßig verkleinert. In doppellogarithmischer Auftragung
des Fehlers über h (bzw. der direkt damit in Zusammenhang stehenden Anzahl der Freiheitsgrade) ergibt
sich für hinreichend feine Diskretisierungen eine Gerade der Steigung p, die als algebraische Konvergenzrate
bezeichnet wird.
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Analytische Lösungen und Finite-Diﬀerenzen-Verfahren
Für diese Situationen werden typischerweise Separationsansätze der Form
ui = r
λφi(ϕ, ϑ) , i = 1, 2, 3 , (3.2)
verwendet. Morrison u. Lewis (1976) betrachteten das Randwertproblem eines keilförmigen,
ebenen Risses im elastischen, homogen-isotropen Kontinuum mit Symmetrierandbedingungen
in der Rissebene (x,y-Ebene in Abb. 3.1 a) und homogenen vertikalen Zugspannungen im
Unendlichen. Im resultierenden Halbraum-Modell nutzten sie für φi(ϕ, ϑ) wiederum einen
Separationsansatz
φi(ϕ, ϑ) = φ
(1)
i (ϕ)φ
(2)
i (ϑ) −→ ui = rλφ(1)i (ϕ)φ(2)i (ϑ) . (3.3)
Das Randwertproblem lösten sie für verschiedene Öﬀnungswinkel ψc des keilförmigen Risses.
Mit Hilfe von Störungsmethoden konnten sie sogar auf analytischem Wege die gesuchten
Singularitätsexponenten für drei Grenzfälle bestimmen: fast gerade Kante |ψc − 180◦| ≪ 1◦,
sehr spitzwinkliger Sektor |ψc − 360◦| ≪ 1◦ oder |ψc| ≪ 1◦. Ansonsten waren sie jedoch auf
die numerische Lösung ihres reduzierten Randwertproblems für φ(1)i (ϕ) und φ
(2)
i (ϑ) z. B. mit
einem Finite-Diﬀerenzen-Verfahren angewiesen. Sie verglichen die resultierenden Spannungs-
singularitätsexponenten der dreidimensionalen asymptotischen Rissfelder an der Unstetigkeit
in der Rissfront mit denen aus anderen Arbeiten und fanden eine gute Übereinstimmung.
Eine dieser zum Vergleich herangezogenen Arbeiten stammt von Bažant (1974), der schon
feststellte, dass der Separationsansatz (3.2) zwar die Verschiebungsdiﬀerentialgleichungen im
Wesentlichen auf ein 2D-Problem, nämlich die Suche nach φi(ϕ, ϑ), reduziert, diese Funktionen
an gewissen Stellen aber auch die Liniensingularität abbilden müssen. Damit hätten sie
singuläre Gradienten und wären schlecht zur Lösung mittels numerischer Verfahren geeignet.
Zur Elimination dieser Singularität verwendete er folgenden modiﬁzierten Separationsansatz
ui = r
λ3Dρλ
2D
φ∗i (ϕ, ϑ) , i = 1, 2, 3 , (3.4)
Hier stellt r weiterhin den Abstand zur Unstetigkeit in der Singularitätslinie dar, während
R = rρ den Abstand zur Singularitätslinie selbst angibt. Die Winkelfunktionen φ∗i (ϕ, ϑ)
wären dann stetig und glatt und müssten in der Nähe der Singularitätslinie (z. B. bei
ϑ = 0) nur noch die ebenfalls stetigen und glatten Funktionen φ2Di (ϕ) wiedergeben. Mit
diesem Ansatz wäre die Problemstellung nun sehr gut für die Lösung mittels numerischer
Methoden geeignet und eine Reihe von Lösungen für Singularitätsexponenten, die mit Hilfe
eines Finite-Diﬀerenzen-Verfahrens bestimmt wurden, wurden angegeben. Für die Geometrie
eines keilförmigen Risses im Kontinuum unter Symmetrierandbedingungen in der Rissebene
stimmten diese auch mit denen aus den Arbeiten von Morrison u. Lewis (1976) sowie Parihar
u. Keer (1978) überein. Letztere entwickelten zur Lösung zwei singuläre Integralgleichungen
mittels Fundamentallösungen (Einzelkraftlösungen des 3D-Kontinuums) und fanden für die
gleichen Grenzfälle wie Morrison u. Lewis (1976) analytische Lösungen, während für andere
Konﬁgurationen ebenfalls numerische Verfahren genutzt werden mussten.
Bažant (1974) hatte in seiner Arbeit ebenfalls analytische Lösungen für Singularitätsexponen-
ten angegeben, unter anderem für den praktisch relevanten Fall einer Rissfront, die auf eine
unbelastete Oberﬂäche triﬀt. So fand er die sehr einfach darstellbare Lösung λ3D = λ2D + 1
(in Abklingexponenten). Damit wäre dort, wo ein Riss senkrecht auf eine Oberﬂäche triﬀt,
gar keine Spannungssingularität mehr vorhanden. Es stellte sich jedoch, wie von Bažant u.
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Estenssoro (1979) später ausführlich darstellt, heraus, dass er mit der Wahl seines für die nu-
merische Lösung günstigen Ansatzes (3.4) die Kinematik des Risses bedeutend eingeschränkt
hatte. Dies ist unmittelbar erkennbar, wenn im Verschiebungsansatz (3.4) ρ=0 gesetzt wird.
Die Verschiebung entlang der Rissfront ist in diesem Ansatz dann immer ui(ρ=0)=0 und
die Rissfront somit unbeweglich. Während das im Falle des keilförmigen Risses im homogen-
isotropen Kontinuum oﬀenbar noch eine valide Annahme war, traf dies auf den senkrecht auf
einen unbelasteten Rand treﬀenden Riss5 aber nicht mehr zu, wie Benthem (1977) zeigen
konnte.
Benthem (1977) lieferte eine korrekte, ebenfalls (weitgehend) analytische Lösung für das
symmetrische asymptotische Nahfeld des Randriss-Problems. Seine Lösung beschränkte sich
dabei auf homogen-isotrope Kontinua. Benthems Untersuchungen basieren auf den sieben
Boussinesq-Papkovich-Neuber-Potentialen6 ψj(r, ϕ, ϑ) mit j = 1, ..., 7, die er ähnlich wie
Thompson u. Little (1970) unter Verwendung von Legendrepolynomreihen wählte:
ψ = rλ+1eiµϕPµλ+1(cos(ϑ)) .
In diesem Ansatz sind λ und µ beliebige, komplexe Zahlen und es sind keine kinematischen
Einschränkungen enthalten. Daraus leitete er drei Reihen-Lösungen in µ ab, in denen jeder
Term für sich bereits die Spannungsrandbedingungen entlang der Rissﬂanken (ϕ= ± pi,
Rissfront bei ϑ=0) erfüllte. Mit einer Kombination dieser unendlichen Reihen erfüllte er
(im integralen Mittel über ϕ und geeignet gewichtet) schließlich auch die Randbedingungen
der Spannungsfreiheit auf der belastungsfreien Oberﬂäche ϑ= ± pi/2.7 Aus der Forderung
nicht-trivialer Lösungen für sein homogenes Gleichungssystem erhielt er sowohl Spannungs-
singularitätsexponenten als auch die zugehörigen 3D-Deformations- und -Spannungsmoden.
Unter Zuhilfenahme der nur ersten acht Glieder seiner Reihen und damit nur 28 Freiheits-
graden8, war er bereits in der Lage Ergebnisse hoher Genauigkeit zu erzielen, die aber nicht
mit jenen von Bažant (1974) übereinstimmten. Zwar fand er für den symmetrischen Modus
I ebenfalls eine verschwindende Spannungssingularität an der Oberﬂäche, allerdings mit
anderem von der Querkontraktionszahl ν abhängigen λ (ν =0,3: λI=0,548).
Ausgehend von Verschiebungsansatz (3.2) entwickelte Benthem (1980) ein sehr genaues und
eﬃzientes Finite-Diﬀerenzen-Schema für das Randrissproblem, in dem er die Symmetriebe-
dingungen fallen lassen konnte, um auch weitere Deformationsmoden zu untersuchen. Die
numerische Problematik der Singularität in der Verschiebungsfunktion φi(ϕ, ϑ) löste er durch
eine Reskalierung der ϑ-Koordinate (Gebietsskalierungsstrategie, s.o.)
R = r sinϑ −→ R = r sin ζ2 ,
wobei R wieder den Abstand zur Rissfront bei ϑ = 0 angibt. So fand Benthem (1980) zwei
weitere nun asymmetrische Deformationsmoden mit einmal einer schwächeren Spannungssin-
gularität als im symmetrischen Fall und einmal einer stärkeren mit Abklingexponent sogar
5 Diese Problemstellung sei im Folgenden zur kompakteren Darstellung als „Randriss“-Problem bezeichnet.
6 Von den sieben Boussinesq-Papkovich-Neuber-Potentialen seien die letzten vier gemeinhin als die klas-
sischen Papkovich-Neuber-Potentiale bekannt, mit denen bereits alle Lösungen der Lamé-Navierschen
Verschiebungsdiﬀerentialgleichungen darstellbar seien. Folglich müssten Abhängigkeiten existieren, die
Benthem (1977) seines Wissens nach erstmalig angibt.
7 Das qualiﬁziert seine Lösung zwar zunächst als vollständig analytisch, tatsächlich ist sie aber natürlich
nur mit endlichen Reihen und somit nur approximativ realisierbar.
8 8 Glieder in jeder seiner 3 Reihen plus 4 zusätzliche Freiheitsgrade in seiner Implementierung
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λ < 0,5 (ν =0,3 : λII=0,393, λIII=0,943), d. h. mit einer noch stärkeren Spannungssingu-
larität als der des 2D-Rissspitzenfeldes. Für diese Deformationsmoden, die weder Modus
II noch Modus III aus der entsprechenden 2D-Risssituation allein zuzuordnen waren, gab
er wieder neben dem Spannungssingularitätsexponenten auch die zugehörigen Spannungs-
funktionen und sogar SIF-Funktionen entlang der Rissfront an (bezogen auf den GSIF des
3D-Deformationsmodus).
FEM-Eigenanalyse-Methoden
Der stärker singuläre, asymmetrische Deformationsmodus des auf einen freien Rand treﬀen-
den Risses wurde erstmals in der schon erwähnten Arbeit von Bažant u. Estenssoro (1979)
gefunden, welche aufgrund ihrer Universalität einen Meilenstein für die Untersuchung von
3D-Spannungssingularitäten im Rahmen der linearen Elastizitätstheorie darstellte – sowohl
bezüglich der Methodenentwicklung als auch deren Anwendung. Deshalb sei an dieser Stelle
genauer auf diese Arbeit eingegangen. Ausgehend von der Formänderungsenergie und dem
Separationsansatz (3.2) entwickelten Bažant u. Estenssoro (1979) ein für die Anwendung
der Finite-Elemente-Methode9 geeignetes Variationsprinzip und legten damit den Grund-
stein für eine Klasse sehr allgemein einsetzbarer Berechnungsverfahren zur Bestimmung der
3D-Spannungssingularitätsexponenten und zugehörigen Deformationsmoden, die hier unter
dem Begriﬀ FEM-Eigenanalyse-Methoden (engl.: FEM eigenanalysis, (Pageau u. Biggers,
1997)) zusammengefasst werden. Sie gaben also ihren früheren, kinematisch problematischen
Ansatz (3.4) auf und diskretisierten die von den Winkelkoordinaten ϕ, ϑ aufgespannte Fläche
vollständig mit isoparametrischen ﬁniten Elementen. Integration über die Winkelkoordinaten
führte auf ein quadratisches Eigenwertproblem für die Abklingexponenten λ
λ2A+ λB+C = 0
mit Matrizen A,B,C. Innerhalb der ﬁniten Elemente verwendeten die Autoren zur Appro-
ximation der Verschiebungsfunktionen φi(ϕ, ϑ) einfache bilineare Lagrange-Polynome und
integrierten numerisch mittels einer Gauß-Quadratur mit 9 Integrationspunkten auf dem
Rechteckelement. Sie veriﬁzierten ihre Implementierung anhand eines Vergleiches mit bis
dahin bekannten 3D-Lösungen für Spannungssingularitätsexponenten, darunter einige der
oben genannten. Dabei bewahrheitete sich das erwartete Problem ungenauer Lösungen auf-
grund der Singularität in φi(ϕ, ϑ), welches sie jedoch mittels einer Richardson-Extrapolation
wesentlich abmildern konnten, sodass ihre extrapolierten Abklingexponenten λ erst in der
vierten Nachkommastelle von den Referenzlösungen abwichen (d. h. Abweichungen für λ < 1
in jedem Fall <1%). Es sei dabei angemerkt, dass sie trotz der Singularität in φi(ϕ, ϑ)
Konvergenzraten mλ = 1,3, ..., 1,9 anstatt der deutlich niedriger erwarteten erhielten, was
vermutlich auf ihre spezielle Art der Diskretisierung mit Kugelkoordinatenpol (ϑ = 0) an der
Singularität zurückzuführen ist. Ebenfalls entgegen der Erwartung führten nicht-uniforme
Diskretisierungen mit einer Verfeinerung hin zu ϑ = 0 nicht zu genaueren Ergebnissen als
uniforme Diskretisierungen mit gleicher Anzahl an Freiheitsgraden. Wohl wegen der schlechten
Genauigkeit bzw. einer nicht hinreichend feinen Diskretisierung übersahen sie jedoch den
dritten relativ schwach singulären Deformationsmodus.
9 Sie bevorzugten in dieser Problemstellung, nach eigenen Angaben, die aufwendiger zu implementierende
FEM gegenüber einem einfacheren Finite-Diﬀerenzen-Verfahren, um einerseits die Randbedingungen freier
Ränder und Materialgrenzen sowie andererseits eine nicht-uniforme Gebietsdiskretisierung leichter in das
numerische Verfahren integrieren zu können.
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Bezüglich der Interpretation ihrer Ergebnisse argumentierten Bažant u. Estenssoro (1979)
mittels energetischer Betrachtungen, dass Risswachstum nur an Spannungssingularitäten vom
Typ λ=0,5 möglich sei und schlossen daraus, dass die Rissfront eines wachsenden Risses in
einem anderen Winkel auf die freie Oberﬂäche als einem rechten treﬀen müsste. Dazu setzten
sie in ihrer charakteristischen Gleichung λ=0,5 und lösten diese numerisch für einerseits die
Neigung der Rissﬂäche bezüglich der Oberﬂäche und andererseits die Neigung der Rissfront
innerhalb der Rissﬂäche. Die Ergebnisse für mehrere Diskretisierungen wurden wiederum
für eine Richardson-Extrapolation verwendet, um genauestmögliche Winkel zu berechnen.
Tatsächlich fanden sie entsprechende Winkelkombinationen: Beispielsweise für eine weiterhin
senkrecht auf der Oberﬂäche stehende Rissﬂäche und den symmetrischen Deformationsmodus
ermittelten sie eine am Rand um 11,16◦ zurückhängende Rissfront und für den asymmetrischen
Deformationsmodus eine um 23,04◦ vorauseilende Rissfront. Diese Ergebnisse konnten sie
experimentell validieren (vgl. Bažant u. Estenssoro (1979, 1980)). Neuere numerische wie
experimentelle Untersuchungen (Heyder et al., 2005, Heyder u. Kuhn, 2006, Buchholz et al.,
2004, Schnack u. Kolk, 2008) bestätigten diesen Zusammenhang ebenfalls.
Des Weiteren wurden allgemeinere Konﬁgurationen mit Kerben, die in verschiedenen Winkeln
auf einen freien Rand treﬀen, von Bažant u. Estenssoro (1979) untersucht. Bimaterialkonﬁgura-
tionen wurden ebenfalls schon betrachtet und die Implementierung für zu erwartende komplexe
Singularitätsexponenten erweitert. Dabei fanden sie für die Realteile der resultierenden kom-
plexen Singularitätsexponenten ähnliche Konvergenzeigenschaften wie im homogen-isotropen
Fall. Somit war auch hier für die Realteile eine Richardson-Extrapolation verwendbar. Da
die Imaginärteile jedoch keine monotone Konvergenz zeigten, musste man sich hier mit den
errechneten, vergleichsweise ungenauen Werten zufrieden geben.
Die sehr allgemeine numerische FEM-Eigenanalyse-Methode zur Bestimmung von 3D-Span-
nungssingularitätsexponenten wurde von hier an stetig weiterentwickelt und auch immer
wieder unabhängig von früheren Arbeiten aufgestellt (z. B. Yamada u. Okumura (1981) und
Dasgupta (1982)). Somaratna u. Ting (1986) betrachteten erstmals anisotrope Multima-
terialkonﬁgurationen, z. B. einen senkrecht auf einen unbelasteten, freien Rand treﬀenden
Zwischenfaserriss in einem Faserverbundlaminat. Dabei untersuchten sie diverse Lagenauf-
bauten, ohne jedoch die Rissgeometrie so anzupassen, dass der Riss weiterhin zwischen
den Fasern lag. Um die Genauigkeit ihrer Analysen zu steigern, verwendeten sie zum einen
Formfunktionen von höherer Ordnung als Bažant u. Estenssoro (1979), nämlich quadratische
Lagrangepolynome in 8-knotigen isoparametrischen Elementen. Zum anderen nutzten sie die
heuristische Herangehensweise, die Ordnung der numerischen Gaußintegration so zu wählen,
dass sich beim Vergleich mit bekannten Lösungen Integrationsfehler und Diskretisierungsfehler
soweit wie möglich kompensierten.
Ghahremani (1991) vermied die dem Kugelkoordinatensystem eigene Singularität an den
Polen ϑ=0, die in den anliegenden Elementen zu singulären Integralen ∝ 1/ sin(ϑ) führ-
te, indem er anstatt der ϕ, ϑ-Ebene die entsprechende Kugeloberﬂäche geeignet vernetzte.
Diese Modiﬁkation führte einerseits dazu, dass lokale Netzverfeinerungen auch wieder zu
genaueren Ergebnissen führten, und andererseits Liniensingularitäten nun nicht mehr nur
noch an den Polen sondern überall auf der gedachten Kugeloberﬂäche sinnvoll münden
konnten. Wie Somaratna u. Ting (1986) verwendete er quadratische Formfunktionen aber in
Dreiecks- statt Viereckselementen, um die Vernetzung (inkl. Netzverfeinerung) zu erleichtern.
Ghahremani u. Shih (1992) betrachteten mittels dieser Formulierung und Implementierung
unter anderen die Struktursituation eines auf einen freien Rand treﬀenden Grenzﬂächenrisses
zwischen zwei homogen-isotropen Kontinua und führten Parameterstudien zu verschiedenen
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Materialkombinationen und deren Auswirkung auf Singularitätsexponenten und assoziierte
Verschiebungs- und Spannungsfelder durch. Ähnlich wie Bažant u. Estenssoro (1979) für
den homogen-isotropen Fall, fanden sie für einen asymmetrischen Deformationsmodus eine
Spannungssingularität mit λ < 0,5 (d. h. stärker als die 2D-Rissspitzensingularität), für die
also nach energetischen Betrachtungen eine vorauseilende Rissfront nahe des freien Randes zu
erwarten war, was mit experimentellen Ergebnissen von Liechti et al. (1992) übereinstimmte.
Nakamura (1991), der eine detaillierte FE-Analyse eines Grenzﬂächenrisses, der durch eine
Bimaterialplatte verläuft, durchführte, konnte die von Ghahremani u. Shih (1992) gefunde-
nen Ergebnisse veriﬁzieren. Dazu verglich er die mittels der FE-Analyse und eines für die
3D-Situation erweiterten Interaktions-Integrals (Shih u. Asaro, 1988) bestimmten SIF des
Grenzﬂächenrisses mit denen des nach Ghahremani u. Shih (1992) vorhergesagten singulären
3D-Spannungsfeldes. Sowohl in diesem als auch dem homogen-isotropen Fall fanden sie für
die Verhältnisse der SIF (Mixed-Mode) eine gute Übereinstimmung.
Pageau u. Biggers (1995) lehnten sich nach eigenen Angaben an die Arbeit von Yamada u.
Okumura (1981) an, nutzten in ihrer Implementierung tatsächlich aber die gleichen Strategien
wie Somaratna u. Ting (1986): 8-Knoten-Elemente mit heuristisch optimierter Ordnung
der Gaußquadratur zur numerischen Integration. Neben dem Standardfall eines auf einen
freien Rand treﬀenden Risses in homogen-isotropen wie orthotropen Kontinua betrachteten
sie diverse Multi-Materialverbindungen anisotroper Werkstoﬀe, die auf einen freien Rand
treﬀen, mit Fokus auf deren Vorkommen in Faserverbundlaminaten. Schließlich eröﬀneten
sie die Perspektive, dass die gefundenen dreidimensionalen asymptotischen Nahfelder als
Anreicherung in einer angereicherten FEM-Formulierung Anwendung ﬁnden könnten.
Unabhängig davon untersuchten Picu u. Gupta (1997) ebenfalls Multi-Materialverbindungen
anisotroper Werkstoﬀe an belastungsfreien Rändern, hier aber mit dem Fokus auf deren Vor-
kommen an Korngrenzen polykristalliner Materialien (u.a. Säulen-Eis), welche als Startpunkt
für Versagensinitiierung ausgemacht worden seien. Dabei verwendeten die Autoren eine an die
Arbeit von Somaratna u. Ting (1986) angelehnte Implementierung der FEM-Eigenanalyse-
Methode und beschränkten sich auf symmetrische und antimetrische Konﬁgurationen. In den
meisten betrachteten, vor allem geometrisch variierten Konﬁgurationen fanden sie stärkere
Spannungssingularitäten als entlang der zugehörigen Singularitätslinie (2D-Fall), ohne aber
eine Regelmäßigkeit erkennen zu können.
Koguchi u. Muramoto (2000), Prukvilailert u. Koguchi (2005) verwendeten ebenfalls eine
ähnliche Formulierung wie Somaratna u. Ting (1986) und untersuchten so diverse Bima-
terialeckensituationen unter Variation der isotropen Materialeigenschaften und Geometrie.
Später erweiterten Islam u. Koguchi (2010) ihre Formulierung auf piezoelektrisches Mate-
rialverhalten und untersuchten ansonsten aber sehr ähnliche Struktursituationen bezüglich
Spannungssingularitätsexponenten und assoziierten Deformationsmoden.
Labossiere u. Dunn (2001) verwendeten quadratische Dreieckselementansätze zur Diskre-
tisierung der ϕ, ϑ-Ebene und untersuchten die Bimaterialecke zwischen Aluminium und
einem Epoxid-Kunststoﬀ. Da sie entlang der Bimaterialkanten jeweils eine Liniensingularität
erwarteten, verschoben sie die Mittelknoten der angrenzenden Elementkanten entsprechend
der Gebietsskalierungsstrategie (s.o.). Diese Herangehensweise erscheint jedoch fragwürdig,
da in diesem Fall (anders als beispielsweise bei Viertelpunktelementansätzen) innerhalb dieser
Elemente in der ϕ, ϑ-Ebene keine homogenen Dehnungen mehr darstellbar sind, was unab-
sehbare Konsequenzen für die Konvergenz der Methode hat. Nichtsdestotrotz überprüften sie
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ihre Implementierung anhand der quasi 2D-Testfälle einer Bimaterialkante mit Materialkom-
binationen Aluminium/Epoxid und Stahl/Epoxid, für die sie auch eine analytische Lösung
berechnen konnten, und erhielten nach eigenen Angaben bei < 400Freiheitsgraden Fehler
zwischen 2% und 4% für sowohl Re(λ−1) als auch φi(0, ϑ).
Lee u. Im (2003) verwendeten wie Somaratna u. Ting (1986) eine uniforme Diskretisie-
rung der ϕ, ϑ-Ebene mit biquadratischen Viereckselementen und variierten die Anzahl der
Gaußintegrationspunkte zur heuristischen Verbesserung der Konvergenz der Singularitätsex-
ponenten. Nur wenn in der ϕ, ϑ-Ebene eine klassische Rissspitzensingularität zu erwarten
war, verwendeten Sie für die umliegenden Elemente sehr günstige Viertelpunktelementansätze
nach dem zweidimensionalen Vorbild von Henshell u. Shaw (1975).10 So betrachteten sie
das Randriss-Problem im homogen-isotropen Halbraum und erzielten durch Anwendung der
Viertelpunktelementansätze eine verbesserte Konvergenz.
Korepanova et al. (2013) formulierten ihre FEM-Eigenanalyse-Methode in Kugelkoordinaten
r, ϕ, ϑ und verwendeten neben einem Standard-Polynomansatz in der Polarwinkelkoordinate
ϑ einen Fourier-Reihen-Ansatz in der Azimutwinkelkoordinate ϕ, wenn ihre betrachteten
Gebiete in ϕ glatt waren. Dabei untersuchten sie auch anisotrope Multimaterialkonﬁgurationen.
Für ihre in der Azimutwinkelkoordinate nicht glatten Testfälle nutzen sie standardmäßig
Dreieckselemente in einem uniformen Netz mit unterschiedlichen Polynomgraden.
Leguillon u. Sanchez-Palencia (1987) gingen die Entwicklung ihrer FEM-Eigenanalyse-
Methode von einem eher mathematischen Standpunkt aus an und stützten sich dabei nach
eigener Aussage auf die theoretischen Arbeiten von Kondrat’ev (1967) und Grisvard (1985)
zur Singularitätstheorie elliptischer Diﬀerentialgleichungen. In ihrem Buch wandten sie die
FEM-Eigenanalyse-Methode noch auf im Wesentlichen 2D-Probleme des EVZ oder GEVZ
(Kap. 2.1.1) an, um die Spannungssingularitätsexponenten in anisotropen Faserverbundlami-
naten zu untersuchen. Später betrachten Leguillon u. Sanchez-Palencia (1999) dann auch
3D-Randwertprobleme, darunter einen auf einen unbelasteten Rand treﬀenden Zwischenfaser-
riss in einem [±θ]-Faserverbundlaminat (ausgeglichener Winkelverbund mit Faserorientierung
±θ). Leider gaben sie keine Materialwerte an, sodass sich ihre Ergebnisse der Reproduktion
entziehen.
Apel et al. (2002b,a) traten ebenfalls von der mathematischen Perspektive an die FEM-
Eigenanalyse-Methode heran und beschäftigten sich maßgeblich mit der Verbesserung der
Eﬃzienz des Verfahrens. Dazu entwickelten sie zum einen eine Diskretisierungsstrategie, mit
deren Hilfe sie auch in Gegenwart von Liniensingularitäten die optimale Konvergenz dieser
speziellen Finite-Elemente-Methode erhielten (quadratische Konvergenz unter Verwendung
linearer Formfunktionen). Ihre gradierte Diskretisierung basierte auf der Gebietsreskalierung
(s.o.) um den singulären Punkt in der ϕ, ϑ-Ebene, sodass die Singularität in reskalierten
Koordinaten verschwand (vgl. Ansatz von Benthem (1980)). Dabei wurde allerdings keine
der Gebietskoordinaten tatsächlich skaliert, sondern nur die Position der Knoten der linearen
Dreieckselemente so verschoben, wie wenn diese Koordinatenskalierung ausgeführt worden
wäre. Dadurch blieb die Forderung nach Vollständigkeit des FEM-Ansatzes unmittelbar
erfüllt. Für dieses Verfahren wurden sogar Konvergenzbeweise durchgeführt, wonach so
die Konvergenzeigenschaften der Methode für ein glattes Gebiet mit glatten Lösungen
wiederhergestellt wurden. Zum anderen stellten sie eine sehr eﬃziente Methode zur Lösung
10Diese sind jedoch noch insofern suboptimal, als dass diese Elementansätze im Gegensatz zu jenen mit
einer kollabierten Elementseite von Barsoum (1976) nur nahe der Elementseiten mit den verschobenen
Mittelknoten die Rissspitzensingularität abbilden (Kuna, 2008).
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des speziellen quadratischen Eigenwertproblems vor, welches dessen besondere Eigenschaften
optimal ausnutzte, und nannten sie „Skew-Hamiltonian-implicitly-restarted-Arnoldi“-Methode
(SHIRA). Ein Nachteil früherer Lösungsverfahren für das Eigenwertproblem war, dass sie
nicht garantieren konnten, dass auch alle relevanten Eigenwerte gefunden wurden, was eine
lebhafte Diskussion über viele weitere analytische Ansätze zur Lösung des Randriss-Problems,
die weitere Spannungssingularitäten postulierten, ermöglichte (vgl. Sinclair (2004a)). Dieser
Nachteil konnte durch Anwendung des SHIRA-Verfahrens ausgeräumt werden (Dimitrov
et al., 2001). Testweise berechneten Apel et al. Singularitätsexponenten für die Fichera-Ecke
(von drei nicht-parallelen Flächen eingeschlossene Ecke) und das Randriss-Problem – letzteres
für diverse Winkel zwischen Rissﬂächenebene und Oberﬂäche.
Dimitrov et al. (2001, 2002) verwiesen auf einen Vordruck der Arbeit von Apel et al. (2002b)
und verwendeten einen sehr ähnlichen Algorithmus zur Lösung des quadratischen Eigenwert-
problems. Sie untersuchten zunächst keilförmige Risse in homogen-isotropen Kontinua sowie
keilförmige Grenzﬂächenrisse auf ihre Spannungssingularitätsexponenten hin. Dabei variierten
sie den Keilwinkel und die Querkontraktionszahl sowie gegebenenfalls den Steiﬁgkeitskontrast.
Zur Abbildung der Singularität in der ϕ, ϑ-Ebene nutzten sie eine starke Netzverfeinerung in
der Umgebung des singulären Punktes mit einem Verhältnis von maximaler zu minimaler
Elementgröße von 40 und erreichten damit beinahe die gewünschte quadratische Konvergenz.
Weiterhin wurde das Randriss-Problem betrachtet und dabei die Querkontraktionszahl sowie
der Winkel zwischen Rissfront und Oberﬂäche variiert. Auch die Fichera-Ecke wurde für
diverse Öﬀnungswinkel untersucht: in einem homogen-isotropen Kontinuum sowie an der
Grenzﬂäche zwischen zwei isotropen Kontinua. Schließlich untersuchten sie den Laminate-
ckeneﬀekt in einem Kohlenstoﬀfaserepoxidverbundlaminat verschiedener Faserorientierungen
und Eckenwinkel und gaben dabei neben den Singularitätsexponenten zum Teil auch die
assoziierten Deformationsmoden an. Sie konnten zeigen, dass die Singularitätsexponenten wie
beim Laminatrandeﬀekt vergleichsweise klein 0,9 < λ < 1, aber gleichzeitig auch stets größer
und damit kritischer als die des Laminatrandeﬀektes waren. Dies bestätigte frühere experi-
mentelle Untersuchungen von Griﬃn u. Roberts (1983), Griﬃn (1988). Weiterhin fanden sie,
dass konkave Ecken kritischer als konvexe und größere Unterschiede in der Faserorientierung
zweier benachbarter Laminatlagen kritischer als kleine seien.
Weiterhin entwickelten Dimitrov u. Schnack (2002) einen „A posteriori“-Fehlerindikator auf
Basis global geglätteter Spannungen, um eine adaptive h-Methode für die Diskretisierung der
ϕ, ϑ-Ebene zu ermöglichen. Mit Hilfe dieser erreichten sie die bei Anwesenheit von Liniensin-
gularitäten gewünschten Verbesserungen in den Konvergenzeigenschaften der Methode. Der
angegebene Fehlerindikator war jedoch noch nicht zur Behandlung von Multimaterialkonﬁgu-
rationen geeignet. Eine entsprechende Weiterentwicklung wurde zwar angekündigt, jedoch
in keiner der gefundenen späteren Veröﬀentlichungen (Dimitrov, 2004, Schnack et al., 2005,
Schnack u. Kolk, 2008) mehr erwähnt.
Wiederum unabhängig entwickelte die Arbeitsgruppe um Wolf (2003) in den 1990er Jahren
die sogenannte Skalierte Rand-Finite-Elemente-Methode (engl.: Scaled Boundary Finite
Element Method, kurz: SBFEM), die ebenfalls als Variante der FEM-Eigenanalyse-Methode
klassiﬁziert werden kann. Die Herleitung wird dabei allgemeiner formuliert, indem anstatt
eines Kugelkoordinatensystems ein skaliertes Rand-Koordinaten-System mit Skalierungskoor-
dinate ξ und Rand-Koordinaten η1, η2 eingeführt wird. Demzufolge stellt sich der verwendete
Separationsansatz für die Verschiebungen gegenüber Ansatz (3.2) leicht verändert dar
ui(ξ, η1, η2) = ui(ξ)φi(η1, η2) , (3.5)
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führt aber unter Anwendung eines Variationsprinzips (z. B. Prinzip der virtuellen Verrückun-
gen) auf ein Euler-Diﬀerentialgleichungssystem zweiter Ordnung, dessen Lösung ebenfalls
eine asymptotische Expansion für die Verschiebungen ergibt – allerdings in der Skalierungs-
koordinate ξ anstatt des Radius r:
ui(ξ, η1, η2) =
∑
j
c3Dj ξ
λjφij(η1, η2) . (3.6)
Mittelstedt u. Becker (2005a,b, 2006) untersuchten 3D-Spannungssingularitäten auf Basis
der SBFEM. Sie veriﬁzierten den Ansatz zunächst anhand einer Reihe oben genannter
Struktursituationen, sowohl an analytisch als auch numerisch erzeugten Ergebnissen. Zur
Sicherstellung einer hinreichenden Auﬂösung der auftretenden Liniensingularitäten verfei-
nerten sie die Diskretisierung dort deutlich. In der Folge legten sie den Schwerpunkt auf
die Untersuchung des Laminateckeneﬀektes an einer rechtwinkligen Ecke eines typischen
Kohlenstoﬀfaserepoxidverbundlaminats und verglichen wie schon Dimitrov et al. (2002) die
resultierenden Spannungssingularitätsexponenten mit jenen des dabei ebenfalls entlang der
Grenzﬂächenkante auftretenden Laminatrandeﬀektes. Dabei variierten sie die Faserorientie-
rungen zweier aneinander angrenzender Schichten in einem größeren Bereich und fanden über
weite Bereiche von Faserorientierungskombinationen ebenfalls eine stärkere 3D-Punkt- als
2D-Liniensingularität. In manchen Bereichen war die 3D-Singularität jedoch auch von sehr
ähnlicher Stärke oder sogar etwas schwächer. Schließlich betrachteten sie eine Reihe weiterer
Eckenwinkel und Bimaterialecken zwischen isotropen Materialien.
Zahlreiche weitere 3D-Risskonﬁgurationen wurden von Goswami u. Becker (2012) und May-
land (2012) mittels eines SBFEM-Codes von Artel u. Becker (2005), Artel (2007) mit Fokus
auf besonders kritischen Spannungssingularitätsexponenten untersucht: darunter sich unter
diversen Winkeln kreuzende Risse und Kerben, Mehrmaterialkonﬁgurationen mit großen Stei-
ﬁgkeitskontrasten, isotrope sowie anisotrope und teils auch piezoelektrische Konﬁgurationen,
etc. Dabei wurde nie eine kritischere als die Einzelkraftsingularität gefunden.
Khodakarami u. Khaji (2011), Khaji u. Khodakarami (2012) erreichten eine Entkopplung
des Euler-Diﬀerentialgleichungssystems, indem sie Chebyshev-Polynome als Formfunktionen
und das numerische Clenshaw-Curtis-Integrationsschema verwendeten, und nannten diese
Methodik DSBFEM.11
Hell u. Becker (2014, 2015b,a) untersuchten, ebenfalls mittels einer SBFEM-Implementierung,
diverse Defektinteraktionen in erstgeschädigten Faserverbundlaminaten unter Variation von
geometrischen aber auch Materialparametern, darunter einen Zwischenfaserriss, der auf einen
anderen Zwischenfaserriss in einer angrenzenden Laminatlage oder eine Delamination in
der angrenzenden Grenzﬂäche triﬀt. Weiterhin wurden auf einen unbelasteten Laminatrand
treﬀende Zwischenfaserrisse und Delaminationen betrachtet. Die Ergebnisse dieser Studien
werden in Kapitel 4 dargestellt.
Während für die dort benötigten Berechnungen eine hinreichende Genauigkeit der Ergebnisse
über eine stark zur Liniensingularität hin verfeinerte Diskretisierung sichergestellt wurde, ent-
wickelten Hell u. Becker (2016b,a) in der Folge eine angereicherte Formulierung der Methode,
die eine maßgebliche Eﬃzienzsteigerung bezüglich der benötigten Freiheitsgrade ermöglichte.
Dabei wurden nur einfache, homogen-isotrope 3D-Risskonﬁgurationen betrachtet und zur
Anreicherung eine Zerlegung des Rissspitzenfeldes nach Fleming et al. (1997) verwendet. Eine
breiter einsetzbare Variante dieser Formulierung wird Gegenstand in Kapitel 5 sein.
11 Hierin steht das der SBFEM vorangestellte „D“ für „decoupled“ – entkoppelt.
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Weitere Ansätze und numerische Verfahren
Zum Abschluss dieses Teilkapitels sollen, nachdem einige frühe Arbeiten mit analytischen
Ansätzen und Finite-Diﬀerenzen-Schemata rekapituliert sowie ausführlich Arbeiten zur sehr
vielseitigen FEM-Eigenanalyse-Methode betrachtet wurden, noch weitere alternative Ansätze
beleuchtet werden.
Barsoum (1988b,a), Barsoum u. Chen (1991) entwickelten die Finite-Elemente-Iterative-
Methode (FEIM) zur Bestimmung der führenden 3D-Spannungssingularität in Eckenproble-
men. Sie basiert auf der Betrachtung eines vollständig dreidimensional diskretisierten Gebiets
unter nahezu beliebigen Randbedingungen, die den für das eigentliche Randwertproblem
relevanten nur ähnlich sein müssen. In einem iterativen Prozess, werden die Verschiebungen
des singulären Punktes von den auferlegten Verschiebungsrandbedingungen abgezogen und
anschließend diese korrigierten Verschiebungsrandbedingungen in einem weiteren Iterati-
onsschritt erneut aufgebracht. Diese Abfolge wird so lange wiederholt, bis Konvergenz der
Verschiebungslösung erreicht ist. Die resultierende Verschiebungslösung sei die des Defor-
mationsmodus mit der stärksten (unter den gegebenen Randbedingungen angesprochenen)
Spannungssingularität. Auf diese Weise wurden unter anderen Struktursituationen auch jene
des auf einen freien Rand treﬀenden Grenzﬂächenrisses betrachtet. Es wurden zwar Ergeb-
nisse von ähnlicher Qualität wie in den Arbeiten von Ghahremani u. Shih (1992) gefunden,
allerdings jeweils nur für einen singulären Deformationsmodus und mit erheblich größerem
numerischen Aufwand. Denn im Iterationsprozess spielt die Art und Weise der Diskretisierung
um den singulären Punkt durchaus eine Rolle, sodass entsprechende Maßnahmen wie eine
gradierte aber insgesamt auch sehr feine Diskretisierung zu jeder vorhandenen Singularität hin
empfohlen wird. Die wiederholte Lösung dieses vollständig diskretisierten Randwertproblems
stellt sich insbesondere im 3D-Fall als sehr aufwendig dar.
Auch Rand-Integral-Methoden wurden wieder zur Bestimmung dreidimensionaler asymptoti-
scher Nahfelder beispielsweise von Schmitz et al. (1993), Glushkov et al. (1999), Movchan u.
Willis (2000) und Savruk u. Shkarayev (2001) angewendet. Neben anderen homogen-isotropen
Struktursituationen betrachteten sie das Randriss-Problem. Sie erfordern nach Dimitrov u.
Schnack (2002) allerdings eine analytische Vorarbeit in wesentlichem Maße und sind ange-
wiesen auf Fundamentallösungen, sodass Erweiterungen auf Multimaterialkonﬁgurationen
schwierig erscheinen würden.
Schließlich wurde auch die von einer Finite-Elemente-Analyse ausgehend wohl simpelste
Möglichkeit genutzt, um zumindest den dominierenden Spannungssingularitätsexponenten
zu bestimmen: Entlang radialer Strahlen (ϕ∗, ϑ∗), die von der Punktsingularität ausgehen,
können durch Auswertung der Verschiebungen und unter Annahme des Potenzansatzes
(vgl. Gln. 3.2 und 3.6)
ui =
n∑
j=1
c3Dj r
λjφji(ϕ, ϑ)
die Unbekannten c3Dj φji(ϕ
∗, ϑ∗) und λj mit Hilfe einer Fehlerquadratminimierungsmethode
(Least-Squares-Verfahren) ermittelt werden (z. B. Koguchi (1997)). Dabei ist zu beachten,
dass hierzu eine geeignete Auswahl an Knotenverschiebungen entlang der Radialkoordina-
te r zu treﬀen ist. Denn nahe des Punktes singulärer Spannungen muss mit ungenauen
Verschiebungswerten gerechnet werden, während in zu großer Entfernung schon andere Defor-
mationsmoden einen wesentlichen Beitrag leisten können und so das Ergebnis verfälschen.
Hinzu kommt, dass das Optimierungsproblem dadurch, dass sich die zu bestimmenden Größen
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auf unterschiedlichen Skalen bewegen (eine ist Exponent, die andere nur Faktor), sehr schlecht
konditioniert ist. So ist das Verfahren zur Bestimmung von λ eigentlich nur dann zuverlässig
einsetzbar, wenn sicher ist, dass nur ein Deformationsmodus mit singulären Spannungen
angesprochen wird (vgl. Koguchi (1997), Koguchi u. Muramoto (2000).
3.1.4 Bestimmung dreidimensionaler asymptotischer Nahfelder – generalisierte
Spannungsintensitätsfaktoren (GSIF)
Arbeiten zur Bestimmung auch der GSIF der asymptotischen Nahfelder sind i. A. wesentlich
jünger. Oﬀenbar gab man sich vorher stets schon mit der Kenntnis der klassischen SIF entlang
von möglichen Rissfronten zufrieden, um auch 3D-Struktursituationen zu bewerten. Dabei
kamen alle schon oben genannten Techniken zum Einsatz: Erhaltungs- und Interaktionsin-
tegrale (z. B. Sih (1973), Blackburn u. Hellen (1977), Nakamura (1991), Singuläre-Hybride-
Finite-Elemente (z. B. Atluri u. Kathiresan (1979), Kuna u. Zwicke (1990)), angereicherte
FEM-Formulierungen (z. B. Pageau u. Biggers (1997), Nied (2003), Ayhan et al. (2007)),
Methode der Superposition analytischer und FE-Lösungen (Yamamoto u. Sumi, 1978), um
nur einige zu nennen. Diese galt es mit den aus der FEM-Eigenanalyse erhaltenen Defor-
mationsmoden zu versorgen, um ihre Anwendbarkeit auf dreidimensionale asymptotische
Nahfelder zu erweitern.
Für den Fall, dass die asymptotischen Felder rλjφij(ϕ, ϑ) a priori bekannt sind, konnten
Barroso et al. (2012) zeigen, dass das Least-Squares-Verfahren auf besser aber immer noch
auf schlecht konditionierte Gleichungssysteme führt, solange mehrere Deformationsmoden
mit singulären Spannungen gleichzeitig angesprochen werden. Nur mittels einer Eigenwertzer-
legung konnten die resultierenden Gleichungssysteme doch zuverlässig gelöst werden, sodass
das Verfahren sowohl für 2D- als auch 3D-Probleme geeignet gewesen sei, um immerhin GSIF
(GSIF) zu bestimmen. Es ist allerdings zu erwähnen, dass Barroso et al. (2012) tatsächlich
nur 2D-Multi-Materialkerben betrachteten.
Noch ohne die Strategie der Eigenwertzerlegung wurde das Verfahren schon früher von Labos-
siere u. Dunn (2001) zur Bestimmung der GSIF an der unter Zug stehenden Bimaterialecke
eines gekantet gelagerten, stoßgefügten Balkens im 4-Punkt-Biegeversuch angewendet. Dazu
führten sie nach ihrer FEM-Eigenanalyse zur Bestimmung der dreidimensionalen asymptoti-
schen Nahfelder auch eine klassische FE-Analyse zur Lösung des Randwertproblems durch. Al-
lerdings waren sie dadurch, dass in ihrer Struktursituation nur eine 3D-Spannungssingularität
auftrat, nicht mit der Problematik schlecht konditionierter Gleichungssysteme konfrontiert.
Für das gleiche 3D-Randwertproblem wendete auch Leguillon (2014) ein Least-Squares-
Verfahren zur Bestimmung der 3D-GSIF an. Koguchi u. Taniguchi (2009) betrachteten
ebenfalls eine gerade, aber bis auf thermische Eigenspannungen unbelastete Bimaterialecke.
Sie nutzten eine BEM zur Lösung des Randwertproblems, ermittelten die dreidimensionalen
asymptotischen Nahfelder mittels einer FEM-Eigenanalyse und bestimmten die GSIF an
der Bimaterialecke mittels eines Least-Squares-Verfahrens anhand der Spannungen in der
Grenzﬂäche. Koguchi u. da Costa (2010) untersuchten auf sehr ähnliche Weise GSIF für
abgeschrägte Bimaterialecken unter vertikalem Zug mit verschiedenen Steiﬁgkeitskontrasten
und abgeschrägten Winkeln. Dabei fanden sie, dass die abgeschrägte Bimaterialecke auf
weniger kritische Singularitätsexponenten als die nicht abgeschrägte führte.
Luangarpa u. Koguchi (2014) analysierten wieder eine gerade Bimaterialecke unter vertikalem
Zug und nutzten eine FEM-Eigenanalyse zur Bestimmung der Singularitätsexponenten und
74 Kapitel 3 Stand der Forschung
zugehörigen Deformationsmoden. Das eigentliche Randwertproblem lösten sie mittels einer
FE-Analyse mit stark zur 3D-Punktsingularität hin verfeinertem FE-Netz. Zur Berechnung
der GSIF der Bimaterialecke nutzten sie sowohl ein Least-Squares-Verfahren als auch das
H-Integral und fanden eine gute Übereinstimmung (< 1%). Dabei stellten sie fest, dass
die 3D-GSIF in dünnen Stoßfügungen (z. B. dünnen stoßgefügten Scheiben) geringer als in
dicken bzw. eher balkenförmigen waren. Koguchi et al. (2015) bestimmten die Variation
der SIF entlang der Rissfront eines als klein angenommenen Grenzﬂächenrisses ausgehend
von einer Bimaterialecke unter vertikalem Zug. Dabei betrachteten sie drei verschiedene
Rissformen: Dreiecksriss, Viertelkreisriss (konvex), konkaver Riss. Sie nutzten eine BEM zur
Lösung des Randwertproblems und eine sogenannte „Zonen-Methode“ zur Abbildung des
kleinen Interface-Risses in der BEM. Mittels einer FEM-Eigenanalyse bestimmten sie 2D- und
3D-Nahfelder: entlang der Bimaterialkante und entlang der Rissfront des Grenzﬂächenrisses,
an der Bimaterialecke und am Schnittpunkt von Bimaterialkante und Grenzﬂächenriss. Alle
SIF wurden mittels eines Least-Squares-Verfahrens bestimmt, wenn erwartet wurde, dass
nur ein Deformationsmodus angesprochen wird, und ansonsten mit Hilfe des H-Integrals.
Sie fanden, dass sich der Einﬂuss des kleinen Risses auf die Spannungsverteilung auf einen
Bereich erstreckte, der mehr als doppelt so groß wie die Rissabmessung am Rand war. Für ihre
spezielle Silizium-Kunstharz-Materialkombination ging der SIF des kleinen Grenzﬂächenrisses
zum freien Rand hin für den konkaven Riss und den Dreiecks-Riss gegen null und für
den Viertelkreisriss gegen unendlich (entsprechend den 3D-Singularitätsexponenten dort:
λ3D > 0,5 bzw. λ3D < 0,5). Weiterhin konnten sie zeigen, dass sich ihre berechneten SIF,
vereinfacht dargestellt, nach folgender Formel verhalten:
c2D(s) = c3Dφ(sing)sλ
3D−λ2D .
Dies gilt im Falle reeller wie auch komplexer Singularitäten. Luangarpa u. Koguchi (2016b)
bestätigten diesen Zusammenhang im Rahmen der Untersuchung einer Bimaterialverbindung
mit verschiedenen Eckenwinkeln. Das Randwertproblem wurde hier wieder mittels einer
FE-Analyse gelöst und die GSIF mittels des H-Integrals ermittelt. Luangarpa u. Koguchi
(2016a) wendeten die gleiche, aber für piezoelektrische Materialien erweiterte Methodik auf
eine abgestufte Stoßverbindung zweier piezoelektrischer Materialien an.
Lee u. Im (2003) stellten eine Methode zur Berechnung der GSIF mittels eines Erhaltungsin-
tegrals vor: Das M-Integral (siehe z. B. Gross u. Seelig (2016)) wurde für zwei superponierte,
elastische Deformationszustände aufgestellt. Den Interaktionsterm des Integrals nannten sie
das Zwei-Zustands-M-Integral (engl.: two-state M-integral) und nutzten es zusammen mit den
berechneten 3D-Deformationsmoden und Singularitätsexponenten, um aus der Lösung eines
detaillierten FEM-Vollmodells die GSIF zu extrahieren. Dabei kamen im Speziellen die sonst
oft als dual bezeichneten Deformationsmoden zum Einsatz, d. h. jene mit λdual = −λ − 1.
Mittels dieses Interaktionsintegrals betrachteten sie das Randriss-Problem unter einer Zug-
belastung senkrecht zu den Rissﬂächen und unter einer Schubbelastung in der Ebene der
Oberﬂäche. Weiterhin rechneten sie die Ergebnisse von Labossiere u. Dunn (2001) nach.
Dabei ergab sich zwar eine Abweichung im Singularitätsexponenten von ≈ 2,1% aber nur
≈ 0,33% beim GSIF. Lee et al. (2006) verwendeten das Zwei-Zustands-M-Integral zur Be-
stimmung der GSIF am auf eine unbelastete Oberﬂäche treﬀenden Zwischenfaserriss in einem
Kohlenstoﬀfaserepoxidverbundlaminat mit [0◦/90◦]-Schichtorientierung.
Auch mittels einer angereicherten FEM wurde die Eckensingularität in einer Grenzﬂäche
untersucht. Attaporn u. Koguchi (2009) reicherten in ihrer Formulierung sowohl mit den De-
formationsmoden der 3D-Eckensingularität als auch jenen der 2D-Liniensingularität an, die sie
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beide mittels einer FEM-Eigenanalyse bestimmt hatten, sodass sich der Verschiebungsansatz
eines voll angereicherten 8-Knoten-Elements folgendermaßen ergab:
ui(x) =
8∑
k=1
Nk(x) uik︸ ︷︷ ︸
FEM-Ansatz
+
n3D
λ∑
m=1
(
F 3Dim (x)−
8∑
k=1
Nk(x)F
3D
im (xk)
)
c3Dm︸ ︷︷ ︸
Anreicherung mit Punktsingularität
+
nS∑
s=1
N2Ds (x)
n2D
λ∑
m=1
(
F 2Dism(x)−
8∑
k=1
Nk(x)F
2D
ism(xk)
)
c2Dsm︸ ︷︷ ︸
Anreicherung mit Liniensingularität s
.
Die Anreicherung mit der 2D-Singularität erfolgte dabei knotenweise entlang der Singularitäts-
linie bei linearer Interpolation (N2Ds (x)) der 2D-SIF c
2D
sm. Wie typisch für eine angereicherte
FEM waren somit die 2D- und 3D-GSIF Teil des FE-Randwertproblems und folgten somit
unmittelbar aus dessen Lösung. Leider stimmten die so erzielten Ergebnisse kaum mit früheren
mittels einer BEM und Least-Squares-Methode berechneten SIF überein (Abweichung der 3D-
GSIF mindestens 27,3%). Zudem zeigten sie eine außerordentlich große Sensitivität gegenüber
der Größe des Anreicherungsgebiets. Begründungen hierfür wurden nicht angegeben. Bis dato
sind dem Autor keine Folgearbeiten oder andere Arbeiten mit vergleichbarem Lösungsansatz
bekannt.
Kürzlich wurden GSIF dreidimensionaler asymptotischer Nahfelder auch mittels einer Skalier-
ten Rand-Finite-Elemente-Methode von Hell u. Becker (2015c) bestimmt. Sie liefert nämlich
neben dem bereits erwähnten Euler-Diﬀerentialgleichungssystem auch ein lineares Gleichungs-
system zur Einarbeitung der Randbedingungen am diskretisierten Rand (η1, η2-Ebene), dessen
Lösung auf die Wichtungsfaktoren der einzelnen Deformationsmoden und somit auf die GSIF
führt. Auf diesem Wege wurde die Struktursituation zweier, sich in der Grenzﬂäche treﬀender
Zwischenfaserrisse in einem [0◦/90◦]-Kohlenstoﬀfaserepoxidverbundlaminat bei homogener
Abkühlung untersucht.
3.2 Bewertung spröder Struktursituationen mit
3D-Spannungssingularitäten
Im Grunde ist jede reale Struktursituation eine dreidimensionale. Wie im vorangehenden
Teilkapitel gezeigt, dominieren aber oft Eﬀekte, die schon mit einer zweidimensionalen
bzw. quasi-dreidimensionalen Modellierung abgebildet werden können, sodass auch hier
neben der Bewertung von 3D-Spannungssingularitäten teils auch 2D-Spannungssingularitäten
Beachtung ﬁnden.
Konzepte der Festigkeitsmechanik
Wie bereits in der Einleitung erwähnt, werden die klassischen Spannungskriterien der Fes-
tigkeitsmechanik in Gegenwart singulärer Spannungen bedeutungslos. Ein Beispiel hierfür
stellen wieder die Arbeiten von Griﬃn u. Roberts (1983), Griﬃn (1988) dar, die den Laminat-
eckeneﬀekt in Kohlenstoﬀfaserepoxidverbundlaminaten mit einer 3D-Finite-Elemente-Analyse
untersuchten und damit die in Experimenten beobachteten Ecken-Delaminationen infolge
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thermischer Eigenspannungen vorherzusagen suchten. Obwohl die Spannungsanalyse nicht
in der Lage war, die aufgrund des Laminateckeneﬀektes auftretenden Spannungssingulari-
täten abzubilden, zeigte sie an, dass die Laminatecken am stärksten beansprucht sind. Die
Anwendung eines Hauptspannungskriteriums stellte sich jedoch (erwartungsgemäß) als unzu-
reichend für die Versagensvorhersage heraus: Zum einen müssen die mit der FEM berechneten
Spannungen (nahe einer Spannungssingularität) diskretisierungsabhängig sein. Zum anderen
tritt hier ein Größeneﬀekt auf, der von Festigkeitskriterien nicht abgebildet werden kann.
Weitere Beispiele für solche Größeneﬀekte sind der sogenannte „Lochgrößeneﬀekt“ (z. B. Li u.
Zhang (2006)), der eine Zunahme der Versagenslast mit abnehmender Lochgröße beschreibt,
trotz immer gleichem Spannungskonzentrationsfaktor am Lochrand von drei (unter uniaxialer
Zugbeanspruchung), sowie weitere Größeneﬀekte in Faserverbundlaminaten bei der Bildung
von Matrixrissen (z. B. Wang et al. (1985)).
Abhilfe kann durch sogenannte Theorien kritischer Distanzen (TCD) geschaﬀen werden
(Taylor, 2007), bei denen ein Spannungskriterium in einer gewissen Entfernung der Span-
nungssingularität, also dort, wo die Spannungen wieder endlich groß sind, ausgewertet wird
(Point Method). Alternativ führt eine Mittelung der Spannungen über eine bestimmte Fläche
oder ein bestimmtes Volumen ebenfalls wieder auf ﬁnite Spannungen, auf die dann ein
Spannungskriterium angewendet werden kann (Line Method). Ebenfalls in diese Kategorie der
kritischen Distanzen einzuordnen wäre die unbedarfte Auswertung der Spannung einer FE-
Analyse an einem Punkt theoretisch singulärer Spannungen (vgl. Weißgraeber (2014)). Eine
FE-Analyse wird ohne besondere Maßnahmen immer und unabhängig von der Diskretisierung
ﬁnite Spannungen ausgeben, deren Höhe allerdings sehr wohl diskretisierungsabhängig sind.
Die Festlegung einer bestimmten Elementgröße in der Umgebung der Spannungssingularität
käme dann der Festlegung einer kritischen Distanz gleich. Tatsächlich beruhen auch viele
genormte Festigkeitsnachweise für Kerben auf einer Theorie kritischer Distanzen (z. B. Wel-
lenauslegung und Festigkeitsnachweis nach DIN 743), da sie auf der Kerbspannungslehre
nach Neuber (1937, 2001) und damit dessen Konzept der „Mikrostützwirkung“ fußen, welche
wiederum als „Line Method“ eingeordnet werden kann. Eine Vielzahl weiterer Ansätze nach
dem Prinzip der Theorie kritischer Distanzen wurden erfolgreich auf Struktursituationen
mit Spannungskonzentrationen, wie aufgrund von Spitz- und Rundkerben (dazu zählen auch
Löcher) oder des Laminatrandeﬀekts, angewendet. Eine ausführliche Übersicht hierzu ist der
Spezialliteratur zu entnehmen (Taylor, 2007). Die Problematik dieser Ansätze liegt darin,
dass zusätzlich zur Festigkeit σc ein geometrischer Parameter als weiterer Versagensparameter
eingeführt wird, der häuﬁg mit der strukturellen Situation variiert und dann jeweils neu
zu bestimmen ist. Auch die Richtung, in der die gewählte Vergleichsspannung ausgewertet
wird, ist gerade in 3D-Problemstellungen nicht immer eindeutig.12 Taylor gibt zwar an,
dass in homogen-isotropen Strukturen häuﬁg die Ebenen maximaler Hauptspannungen oder
maximaler Schubspannungen eine gute Wahl der Auswertungsrichtung darstellten. Weiterhin
könnten aus Experimenten mit „hinreichend“ großen und spitzen V-Kerben ermittelte kritische
Distanzen häuﬁg auch für andere Struktursituation übertragen werden. Die Grenzen dieser
einfachen Ingenieurs-Lösungen sind jedoch schnell erreicht. So berichtet Taylor, dass sein
TCD-Kriterium bei vielen inhärent dreidimensionalen Problemstellungen die tatsächlichen
Versagenslasten deutlich unterschätzt (oft um den Faktor 2, teilweise auch den Faktor 4)
(Taylor, 2007, Kap. 12.8).
12 Eine Variante der TCD-Kriterien, die letztere Problematik umgeht, ist das Formänderungsenergiedichte-
kriterium nach Yosibash (2012): Hier wird die Formänderungsenergiedichte in einem kugelförmigen Gebiet
mit Radius R0 um den Punkt höchster Spannungskonzentration gemittelt.
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Konzepte der LEBM
Die linear-elastische Bruchmechanik hat sehr leistungsfähige Konzepte zur Bewertung von
klassischen Riss- und Grenzﬂächenrisssituationen hervorgebracht (Gross u. Seelig, 2016,
Anderson u. Anderson, 2005, Lemaitre u. Chaboche, 1994, Maugin, 1992): Die beiden
wohl meistgenutzten sind das Griﬃth-Kriterium, das die Energiebilanz für einen möglichen
Rissfortschritt auswertet, sowie das noch etwas simplere K-Konzept nach Irwin, das die Stärke
des singulären Spannungsfeldes in Form des SIF mit einem kritischen Wert vergleicht. Oft
sind diese beiden Kriterien äquivalent.
Das Griﬃth-Kriterium wird meist, und im Falle der klassischen Rissspitzensingularität
mit σ ∝ r−1/2 hinreichend, in seiner diﬀerentiellen Form angewendet. Der große Vorteil des
Kriteriums liegt in seiner physikalischen Berechtigung, da die kritische Größe Bruchzähigkeit Gc
für spröde Materialien einen tatsächlichen Materialparameter darstellt und für viele Werkstoﬀe
weitgehend frei von strukturellen Einﬂüssen ist. Liegt jedoch eine andere Spannungssingularität
vor, ist die entscheidende Größe diﬀerentielle Energiefreisetzungsrate entweder G → ∞ für
starke Spannungssingularitäten (u ∝ rλ, λ < 0,5) oder G = 0 für schwache Singularitäten
(λ > 0,5) und somit unbrauchbar. Einen Ausweg bietet der Rückzug auf die Auswertung
des Griﬃth-Kriteriums für diverse mögliche Folgerisskonﬁgurationen, also die Bewertung
imaginärer Risse (Imaginary Crack Method – ICM). Die Risslänge und gegebenfalls auch die
Orientierung des imaginären Risses können wiederum als zusätzlich eingeführte geometrische
Parameter betrachtet werden, die für jede Struktursituation separat zu bestimmen sind.13
Das Irwinsche-Kriterium (K-Konzept) ist per se vielseitiger und direkter einsetzbar. Es
beruht auf der Annahme, dass im Gebiet, auf dem die Versagensinitiierung stattﬁndet,
das asymptotische Nahfeld dominiert, also einerseits nichtlineare Deformationen auf einen
kleineren Bereich um den Punkt theoretisch singulärer Spannungen begrenzt und andererseits
Störungen durch die ﬁnite Geometrie und äußere Lasten ebenfalls klein sind. Hier ist es
hinreichend die Intensität des asymptotischen Nahfeldes in Form des (G)SIF zu bestimmen und
mit einem kritischen Wert zu vergleichen. Somit ist das Kriterium auch für starke und schwache
Singularitäten anwendbar (aber nicht in der Lage nicht-singuläre Spannungskonzentrationen
zu bewerten). Allerdings ist ein kritischer SIF nur für den Spezialfall der klassischen Riss-
spitzensingularität mit einem Materialparameter, nämlich der Bruchzähigkeit Gc, in direkte
Verbindung zu bringen. In allen anderen Fällen ist er nur ein Strukturparameter, muss also
für jede Struktursituation separat bestimmt werden.
Für dreidimensionale Struktursituationen mit Spannungssingularitäten wurde zur Bewertung
meist ein schon vorhandener Riss mit glatter, stetiger Rissfront betrachtet, wie zum Teil
schon im vorangehenden Teilkapitel dargestellt. Mitunter wurden Algorithmen entwickelt, die
vollautomatisch Risswachstum in 3D-Körpern simulieren. Aus einer Vielzahl, ohne Anspruch
auf Vollständigkeit, seien hier klassische XFEM-Ansätze (Sukumar et al., 2003, Agathos
et al., 2017), die ohne Aktualisierung der Diskretisierung bei Rissfortschritt auskommen,
angereicherte FEM-Ansätze für Grenzﬂächenrisse mit Neuvernetzung bei Rissfortschritt
(Herr u. Nied, 2005), Phasenfeldmodelle (Hofacker u. Miehe, 2013, Mesgarnejad et al., 2015)
und eine auf einer 3D-BEM (Dual Discontinuity Method) basierende Rissfortschrittsanalyse
von Kolk u. Kuhn (2006) genannt. Sie gehen typischerweise von einer konstanten und
ﬁniten Energiefreisetzungsrate entlang der vollständigen 3D-Rissfront aus, was die Form der
Rissfront weitgehend festlegt. Teilweise ist ein Rissfortschrittskriterium nach dem Vorbild
13 Es stellt also das Pendant der LEBM zur TCD der Festigkeitsmechanik dar.
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von Forman (Forman et al., 1967, Gross u. Seelig, 2016) unter Verwendung der berechneten
SIF und teilweise ein einfaches Griﬃthkriterium implementiert. Vor allem Kolk u. Kuhn
(2006) geben ausführliche Vergleiche mit experimentellen Ergebnissen an und zeigen, dass ein
Ermüdungsrisswachstumskriterium nach Forman zumindest für zyklische Beanspruchungen
besser geeignet ist. Allerdings ist auch mit diesen anspruchsvollen und hochentwickelten
Methoden und Modellen keine Rissinitiierung vorherzusagen.
Zur Modellierung der Versagensinitiierung und -evolution in Kohlenstoﬀfaserepoxidverbund-
laminaten stützten sich Wang et al. (1985) in ihrer sehr umfangreichen Arbeit auf die
Berechnung diﬀerentieller Energiefreisetzungsraten zur Anwendung eines Griﬃth-Kriteriums.
Sie betrachteten sehr detaillierte Experimente von Crossman et al. (1983) zum sequentiellen
Versagensverhalten von Faserverbundlaminaten unter uniaxialem Zug, in denen nach dem klas-
sischen Erstversagen durch Zwischenfaserrisse und Rand-Delaminationen auch großﬂächige
Delaminationen ausgehend von einem 3D-Interaktionspunkt auftraten, z. B. Zwischenfaserriss
am Laminatrand oder sich in der Grenzﬂäche treﬀende Zwischenfaserrisse aus benachbarten
Lagen. Wang et al. (1985) führten FE-Analysen zu Laminaten vor allem mit Lagenaufbauten
[0◦2/90
◦
n]s, n = 1, 2, 4 durch und berechneten zunächst im Rahmen von 2D-Betrachtungen
diﬀerentielle Energiefreisetzungsraten für Zwischenfaserrisse und Rand-Delaminationen. Für
den Zwischenfaserriss fanden sie den auch später von García et al. (2014) dokumentierten,
stark nichtmonotonen Verlauf der diﬀerentiellen Energiefreisetzungsrate über der Risslänge,
der erst stetig ansteigt und kurz vor Durchtrennen der gesamten Laminatlage stark abfällt.
Für die Rand-Delamination gaben sie einen mit der Risslänge zunächst ansteigenden Verlauf
an, der sich ungefähr ab einer Länge identisch mit der Dicke der Laminatmittellage einem
festen Wert asymptotisch annäherte. Die diﬀerentiellen Energiefreisetzungsraten werteten sie
jeweils für eine gewählte Risslänge, die dem größten eﬀektiven Defekt entsprechen sollte, aus.
Diese Risslänge wählten sie für die beiden Versagensmoden und auch schon für verschiedene
Dicken der Laminatmittellage unterschiedlich. Folglich stellte die Risslänge einen zusätzlich
eingeführten Strukturparameter dar, womit diese Vorgehensweise als eine ICM einzuordnen
ist. Es wurde festgestellt, dass Rand-Delaminationen für diese Laminatfamilie erst nach
Faserversagen eintreten würde. Für Lagenaufbauten [±θ/90◦]s stellten sie hingegen eine
signiﬁkante Abhängigkeit der diﬀerentiellen Energiefreisetzungsraten vom Lagenwinkel θ fest,
sodass die Rand-Delamination für den Lagenaufbau [±25◦/90◦]s, wie in den Experimenten
beobachtet, sogar zum Erstversagensmodus wurde. Anschließend untersuchten sie auch die
3D-Struktursituationen des auf den freien Rand treﬀenden Zwischenfaserrisses sowie zwei
in der Grenzﬂäche aufeinander treﬀender Zwischenfaserrisse mittels einer FE-Analyse und
fanden am 3D-Interaktionspunkt jeweils ein stark überhöhtes Spannungsfeld vor. Durch Lösen
einzelner Knoten bestimmten sie für diese Struktursituationen wieder quasi-diﬀerentielle
Energiefreisetzungsraten für vom Defektinteraktionspunkt ausgehende Delaminationen. Dies
führte jedoch auf sehr stark schwankende Ergebnisse, sodass nur eine grobe Orientierung an
Maximalwerten möglich war. Den strukturellen Risslängenparameter wählten sie unter der
Voraussetzung, dass die Delamination beobachtbar sein musste, was sie für ein Verhältnis von
Delaminationsﬂäche zu Schichtdicke zum Quadrat A/t2 = 1 für gegeben hielten. Insgesamt
waren sie so in der Lage die experimentellen Ergebnisse sowohl in ihrer Qualität als auch
in guter Näherung in ihrer Quantität abzubilden – trotz oder gerade wegen der geschickt
gewählten Rissgrößenparameter.
In ihrer schon mehrfach erwähnten Arbeit berechneten Labossiere u. Dunn (2001) als erste
GSIF c3D an einer 3D-Spannungssingularität und verglichen diese mit einem kritischen Wert
c3Df . In diesem Fall ergab sich so ein besonders einfaches Versagenskriterium, da nur eine
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Spannungssingularität angesprochen wurde: c3D= c3Df . Sie untersuchten die schon erwähnten
Bimaterialbalken im 4-Punkt-Biegeversuch und variierten dabei die Größe des quadratischen
Balkenquerschnitts. Eine Auswertung eines Normalspannungskriteriums nach Balkentheorie
ergab sehr unterschiedliche Maximalspannungen bei Versagen. Hingegen lieferte die Auswer-
tung des Irwinkriteriums sehr ähnliche kritische GSIF für alle berücksichtigten Querschnitte.
Zur Absicherung ihrer Annahme der Dominanz des asymptotischen Nahfelds verglichen sie die
Normalspannungen der FE-Analyse mit denjenigen des asymptotischen Nahfelds entlang der
Grenzﬂächendiagonale. Stets fanden sie für einen Bereich rλ von etwa 7% der Balkenbreite b
eine Abweichung < 10% der Spannungen, was sie als größer als jeden nachweisbaren Defekt
bzw. jede nachweisbare anderweitige Störung der elastizitätstheoretischen Felder bewerteten.
Zur Absicherung ihrer Annahme, dass das Gebiet nichtlinearer Deformationen klein gegen-
über des vom asymptotischen Nahfeld dominierten Gebiets wäre, schätzten sie zudem die
Größe des letzteren durch Berechnung eines plastischen Radius rp an der Grenzﬂäche im
duktileren Epoxid ab. In Anbetracht eines Größenverhältnisses von rp/rλ < 2% bewerteten
sie ihre Annahme als erfüllt. Diese umfassende Analyse stellt gerade auch wegen ihrer strikt
methodischen Vorgehensweise einen Meilenstein in der Bewertung der Versagensinitiierung
an 3D-Spannungssingularitäten dar. Nichtsdestotrotz bleibt der kritische GSIF c3Df eine
strukturelle Größe, die zwar für verschiedene Balkenabmessungen im Experiment gleich war,
jedoch, wie auch von Labossiere u. Dunn (2001) gezeigt, natürlich schon eine andere sein
muss, wenn der stoßgefügte Balken gerade (und nicht gekantet) im 4-Punkt-Biegeversuch
getestet und die 2D-Spannungssingularität die versagenskritische wird. Ebenso würde eine
Änderung der lokalen Geometrie der Bimaterialecke (Interfacewinkel, Eckenwinkel, etc.) zu
einer Änderung des Spannungssingularitätsexponenten einerseits und natürlich auch zu einer
Änderung des kritischen GSIF andererseits führen.
Weitere Arbeiten, in denen das Irwinkriterium auf Bimaterialecken mit 3D-Spannungssingu-
laritäten angewendet wurde, waren diejenigen von Koguchi u. Hoshi (2012) sowie Kimura u.
Koguchi (2015). Sie untersuchten Bimaterialecken an Klebfugen in dünnschichtigen Elektro-
nikchips, lösten das Randwertproblem mittels einer BEM und berechneten die asymptotischen
Nahfelder durch eine FEM-Eigenanalyse. Mittels eines Least-Squares-Verfahrens passten sie
die 3D-GSIF an die Spannungen der Randwertproblemlösung an. Allerdings führten hier schon
variierende Überlappungsfügungsﬂächen (bei ansonsten insbesondere an der Bimaterialecke
gleicher Geometrie) auch zu variierenden kritischen GSIF (Koguchi u. Hoshi, 2012). Eine
Variation der Klebschichtdicke hatte hingegen keinen Einﬂuss (Kimura u. Koguchi, 2015).
Diese Diskrepanz entspricht nicht der allgemeinen Erwartung.
Das gekoppelte Spannungs- und Energiekriterium im Rahmen der Bruchmechanik
ﬁniter Risse
Anders als das Irwin-Kriterium zeichnet sich das gekoppelte Spannungs- und Energiekriterium
im Rahmen der Finiten Bruchmechanik durch seine Eigenschaft aus, nur gängige Material-
kennwerte als Eingangsgrößen zu benötigen. Dabei geht es von einer instantanen Entstehung
eines endlich großen Risses bei Rissinitiierung aus, wenn sowohl ein Spannungskriterium auf
der potentiellen Rissﬂäche erfüllt und gleichzeitig dieser Riss auch energetisch möglich ist.
Eine sehr ausführliche Übersicht über die relevante Literatur zum gekoppelten Kriterium ist
von Weißgraeber et al. (2015) gegeben. Schon 1985 ging Hashin (1985) von ﬁniten Rissen
bei der Betrachtung von Zwischenfaserrissbildung in Faserverbundlaminaten aus. Mittels
eines einfachen eindimensionalen Variationsansatzes untersuchte er die Steiﬁgkeitsdegradation
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aufgrund von Zwischenfaserrissen und konnte experimentelle Daten damit sehr gut abbilden.
Allerdings brauchte er kein Spannungskriterium, da die ﬁnite Länge der Zwischenfaserrisse
bereits durch die Dicke der Laminatlage festgelegt war.14 Erst Leguillon (2002) führte ein
gekoppeltes Spannungs- und Energiekriterium zur Bewertung von Spitzkerben in PMMA ein.
Seitdem wurde es, ähnlich wie die TCD-Kriterien, für eine Vielzahl von Struktursituationen
mit Spannungskonzentrationen zur Vorhersage der Rissinitiierung angewendet und validiert –
allerdings meist für zweidimensionale Problemstellungen (Lochgrößeneﬀekt, Biegeproben mit
Löchern, Rundkerben, Spitzkerben, Laminatrandeﬀekt, Strukturklebungen, auch mit hyper-
elastischem Materialgesetz, Bimaterialkerben, etc.). Anders als die bisher genannten Kriterien
(TCD, ICM, etc.), ist es nicht auf kritische strukturspeziﬁsche Parameter angewiesen, sondern
es genügen die beiden Materialparameter Festigkeit und Bruchzähigkeit.
Bislang existieren nur wenige Arbeiten, die die Finite Bruchmechanik und ein gekoppeltes
Kriterium auf inhärent dreidimensionale Spannungskonzentrationen anwenden. Dies liegt
maßgeblich darin begründet, dass zur Überprüfung der energetischen Zulässigkeit im Allge-
meinen das Randwertproblem auch für jede potentielle gerissene Strukturkonﬁguration zu
lösen ist. Was im zweidimensionalen Fall schon aufwendig war, ist im dreidimensionalen Fall
mit Rissvariablen Ort, Geometrie (Krümmung, Form, etc.), Abmessungen, etc. kaum noch in
einem angemessenen Rahmen zu bewerkstelligen.
Leguillon (2014) unternahm einen ersten Versuch, indem er das gekoppelte Spannungs- und
Energiekriterium auf die noch vergleichsweise überschaubare Struktursituation von Labossiere
u. Dunn (2001) anwendete. Wie bereits erwähnt, zeichnet sich diese dadurch aus, dass
nur ein Deformationsmodus mit 3D-Spannungssingularität auftritt, welcher außerdem in
einem vergleichsweise großen Gebiet um die Bimaterialecke dominiert. Gerade letzteres lässt
schließen, dass hier eine lokal wie global positive Struktur- und Lastsituation vorliegt15. Um
die Problematik der Vielzahl möglicher Risskonﬁgurationen zu reduzieren, traf er zunächst
die Annahme, dass der Riss eben sein und in der Aluminium-Epoxid-Grenzﬂäche liegen
würde. Hiervon ausgehend lieferte die Auswertung des Spannungskriteriums Isolinien, bis zu
denen der Riss sich unter gegebener Belastung maximal erstrecken würde (Obergrenze). Die
daraus resultierende konkave Rissform mit sich an die Ränder anschmiegenden Rissfronten
näherte er durch eine symmetrische Dreiecks- sowie eine weitere, der konkaven nähere Form16
an. Da der Ansatz, inkrementelle Energiefreisetzungsraten mit einer eﬃzienten „Matched
Asymptotics“-Prozedur zu berechnen, wegen erwartbarer Konvergenzprobleme scheiterte,
wurden diese aufwendig mit Finite-Elemente-Analysen für diverse Balkenabmessungen und
Rissgrößen berechnet. Die resultierenden Werte näherte er schließlich mit einem Potenzansatz
an, sodass er sowohl für das Spannungs- als auch das Energieteilkriterium einen einfachen
Ausdruck in der Art eines Potenzgesetzes verwenden konnte. Da in der Arbeit von Labossiere
u. Dunn (2001) leider weder Grenzﬂächen-Festigkeit noch -Bruchzähigkeit gegeben waren,
konnte er jedoch das gekoppelte Kriterium hier nicht vollständig validieren, sondern nur
mögliche Werte für Grenzﬂächen-Festigkeit und -Bruchzähigkeit (sowie zugehörige Rissgrößen)
bestimmen und auf Plausibilität prüfen.
García et al. (2016) betrachteten die Initiierung von Zwischenfaserrissen in den mittleren
Lagen eines Faserverbundlaminates mit [0◦/90◦]s-Lagenaufbau unter uniaxialem Zug mit-
14 Somit ist sein Konzept der Bruchmechanik ﬁniter Risse einer ICM ähnlich.
15 vgl. Kap. 2.2.4, Abb. 2.9 und 2.10
16 eine weiterhin symmetrische und ebene Rissform, die nun aus zwei Dreiecken zusammengesetzt war
(abschnittsweise gerade Rissfront) und bei gleicher Abmessung in der Symmetrieebene auf die doppelte
Fläche der Dreiecksrissform führte
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Abbildung 3.2: Von Leguillon (2014) berücksichtigte Rissformen. Bei gleicher Diagonalausdehnung
d unterscheiden sich ihre Flächen um den Faktor zwei.
tels des gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums. Nachdem García et al. (2014) eine
zweidimensionale Idealisierung der Struktursituation, d. h. mit Annahmen des ebenen Verzer-
rungszustands und Initiierung von Zwischenfaserrissen, die über die komplette Laminatbreite
verlaufen, vorgenommen hatten, wurden nun auch Zwischenfaserrisse mit variabler Aus-
dehnung und Position in der Laminatbreite angenommen. Wie schon im einfachen bis auf
einen Vorfaktor analytischen 2D-Modell wurde ein starker Größeneﬀekt der mittleren Lami-
natlagendicken auf die Entstehung von Zwischenfaserrissen vorhergesagt. Das komplexere
3D-FEM-Modell mit speziellem, aufwendigen Vernetzungsalgorithmus für die Zwischenfaser-
risse lieferte lediglich die weitere Aussage, dass für besonders dicke Laminatmittellagen eine
Entstehung von Zwischenfaserrissen bevorzugt in Randnähe abläuft. So liegt der Schluss nahe,
dass das 2D-Modell für diese Anwendung ausreichend war – zumindest für die berücksichtigten
Rissgeometrien.
Weitere Modelle, die in der Lage sind, Rissinitiierung auch in tatsächlich dreidimensionalen
Struktursituationen darzustellen, sind nicht-lokale Modelle, wie schädigungsmechanische
Modelle und regularisierte Variationsformulierungen des Griﬃth-Kriteriums.
Nicht-lokale Modelle
Die Theorie der Schädigungsmechanik ist ausführlich im Standardwerk von Lemaitre u. Cha-
boche (1994) dargestellt. Sie beschreibt Materialversagen als einen räumlich wie zeitlich konti-
nuierlichen Versagensprozess, der einem Schädigungsgesetz folgt. Dadurch ist auch die einem
eigentlichen Riss im Material vorausgehende Akkumulation von Mikro-Materialschädigung
(z. B. durch Entstehung von Mikrorissen /-poren) und damit die gesamte Schadensevolution
prinzipiell nachbildbar. Sie stellt sich weiterhin sehr vielseitig dar: Schädigungsmodelle können
über mikromechanische Modellierung und anschließende Homogenisierung physikalisch sehr
fundiert für verschiedene Versagensarten (spröde und duktile Schädigung, Kriechschädigung,
Ermüdungsschädigung) und deren Mechanismen formuliert werden. Genauso sind aber auch
rein empirisch motivierte Schädigungsgesetze möglich.
Die Schädigungsgesetze setzen typischerweise am Materialmodell an, das abhängig von einer
Reihe von Schädigungsvariablen und -parametern formuliert ist. Erreicht die Schädigung einen
kritischen Wert17, tritt lokale Materialinstabilität auf. Hier führt eine weiter zunehmende
Verzerrung zu einer Entfestigung des Materials, sodass dann nur noch eine geringere Last
übertragen werden kann. Im einfachen Beispiel eines Zugstabes unter kraftgesteuerter quasi-
statischer Belastung, tritt dann instabiles Totalversagen auf. Dabei versagt das Material jedoch
nicht überall im Volumen gleichermaßen; dies würde sehr viel Bruchenergie erfordern (wäre
17 Dieser Wert fällt typischerweise mit der Erreichen der Festigkeit σc zusammen.
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also energetisch ungünstig), sodass Versagen letztendlich sehr lokalisiert durch Rissbildung in
einer Fläche erfolgt. Während also am Punkt der Materialinstabilität manche materiellen
Punkte eine Entfestigung erfahren, folgt für die Mehrheit der materiellen Punkte dadurch eine
Entlastung (ohne weitere Schädigung). Ähnlich dazu erfolgt an einer Spannungskonzentration
(z. B. am Lochrand in Scheibe unter uniaxialer Zuglast) bei einsetzender Materialinstabilität
eine Umverteilung der inneren Beanspruchung in den unmittelbar angerenzenden Bereichen:
Angrenzende Bereiche in Richtung des Lastﬂusses erfahren eine Entlastung, während ansonsten
eine stärkere Beanspruchung und daraus resultierend auch Schädigung stattﬁndet.
Diese Lokalisierung der Schädigung auf ein ﬂächenartiges Gebiet im Volumen bleibt nicht fol-
genlos: Schädigungsmechanische Modelle sind bis auf sehr wenige Spezialfälle auf numerische
Berechnungsmethoden angewiesen. Diese können aufgrund der begrenzten Diskretisierung
des betrachteten Körpers die starke Schädigungslokalisierung auf eine Fläche (zur Abbildung
eines Risses) nicht darstellen, sodass die resultierenden Ergebnisse zwangsläuﬁg diskretisie-
rungsabhängig sind.18
Abhilfe schaﬀt der Bezug des Schädigungsmodells auf eine Fläche anstatt eines Volumens.
Dies führt auf die sehr erfolgreichen, gerade im Zusammenhang mit der Finite-Elemente-
Methode omnipräsenten Kohäsivzonenmodelle. Hier kann der für makroskopische Rissbildung
und -fortschritt elementare Materialparameter Bruchzähigkeit Gc direkt in das Schädigungs-
bzw. Kohäsivzonengesetz einbezogen werden. Der große Nachteil gegenüber klassischen
schädigungsmechanischen Modellen liegt hier darin, dass in Kohäsivzonenmodellen das
Versagen immer auf die Flächen, für die die Kohäsivzonengesetze formuliert sind, beschränkt
ist. Dies bedeutet in der Folge entweder die Aufgabe des Vorteils, Versagen an beliebiger
Stelle im betrachteten Körper berücksichtigen zu können, oder zumindest einen wesentlichen
Zusatzaufwand betreiben zu müssen, um nachträglich immer wieder Kohäsivzonen dort
einzufügen, wo weiteres Versagen erwartet wird. Letztere Möglichkeit ist als Phantom-
Knoten-Methode bekannt, bei der in einer FE-Simulation bei Bedarf zusätzliche Knoten und
Elementgrenzen eingeführt werden, um dort ein Kohäsivzonengesetz zu implementieren. Die
Festsetzung, wo und vor allem mit welcher Orientierung die Kohäsivzonen einzusetzen sind,
stellt jedoch häuﬁg eine besondere Herausforderung dar (vgl. Stein et al. (2017)).
Eine erfolgreiche 3D-Implementierung von Delaminationsinitiierung und Delaminationsfort-
schritt ausgehend von Zwischenfaserrissen am Rand von Faserverbundlaminaten mittels eines
Kohäsivzonenmodells im kommerziellen FE-Programm Abaqus R© stammt von Hallett et al.
(2008), die ihre numerischen Ergebnisse auch an Experimenten validierten und weiterhin den
beobachteten Größeneﬀekt (Abhängigkeit der Versagenslasten von den Laminatlagendicken)
abbilden konnten. Später betrachteten van der Meer et al. (2011) Versagensinitiierung und
-evolution an Lochrändern in Faserverbundlaminaten. Mögliche Delaminationen wurden
mit Kohäsivzonenmodellen und Zwischenfaserrissbildung mit der Phantom-Knoten-Methode
modelliert. Für Faserversagen wurde ein kontinuumsschädigungsmechanisches Modell im-
plementiert. Ihre Berechnungen, die ebenfalls einen Größeneﬀekt der Laminatlagendicken
vorhersagten, konnten sie wieder an Experimenten validieren. Auch die Rissmuster der
Simulation entsprachen qualitativ den aus CT-Scans abgeleiteten der Experimente.
Alternativ zum Bezug des Schädigungsmodells auf eine Fläche (Kohäsivzonenmodell) kann
die Diskretisierungsabhängigkeit der Lösung durch eine Regularisierung des Kontinuumsschä-
digungsmodells behoben werden. Dies geschieht durch künstliche Einführung eines Längen-
18 Energiedissipation, die an eine Fläche gebunden sein sollte, geht an ein Volumen gebunden mit ein. Dadurch
enthält die Lösung die Diskretisierung als Längenparameter.
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parameters, der die Schädigungslokalisierung begrenzt, sodass stets eine Mindestbreite der
Schädigungszone existiert. Damit ist die Lösung des Randwertproblems zwar diskretisierungs-
unabhängig, doch weiterhin von einem künstlichen Längenparameter abhängig, nämlich dem
Regularisierungsparameter. Die physikalisch sinnvolle Bestimmung dieses Längenparameters
bleibt als eine zentrale Fragestellung in der Verwendung kontinuumsschädigungsmechanischer
Modelle erhalten. In seiner Rolle als Regularisierungsparameter sorgt er jedoch auch für eine
größere Stabilität in der numerischen Lösungsprozedur.
Hochentwickelte 3D-Kontinuumsschädigungsmodelle wurden wiederum besonders für die
komplexe Versagensevolution von Faserverbundlaminaten vorangetrieben (z. B. Crouch et al.
(2013), Bogdanor et al. (2015), Simon et al. (2017)). Diese besitzen mitunter eine Vielzahl
von Modellparametern, die durch Kalibrierung mit experimentellen Daten anzupassen sind.
Scheﬄer et al. (2016) stellten ein elasto-plastisches schädigungsmechanisches Modell zur
Modellierung des Versagens von Bolzenfügungen in Faserverbundlaminaten vor.19 Im Rahmen
der Vergleichsstudie „Schadenstolerante Konstruktionsprinzipien“ (engl.: Damage Tolerant
Design Principles, DTDP) wurden diverse Modelle auf ihre Fähigkeiten zur Vorhersage
der Schadensevolution in Faserverbundlaminaten in statischen wie Ermüdungsversuchen
untersucht (Clay u. Engelstad, 2016, Bogdanor u. Oskay, 2017b,a). Ohne die experimentellen
Ergebnisse zu kennen, wichen die Vorhersagen von eﬀektiver Restfestigkeit und Steiﬁgkeitsde-
gradation um durchschnittlich 40% ab. Nachdem die experimentellen Daten bekannt waren
und Anpassungen an den Modellen vorgenommen werden konnten, lagen die Abweichungen
im Schnitt immer noch bei 18%, was die Autoren der Vergleichsstudie als noch nicht hinrei-
chend zur zuverlässigen Anwendbarkeit im Entwicklungsprozess von Faserverbundstrukturen
bewerteten.
Die Vorteile schädigungsmechanischer Modelle liegen vor allem in ihrer Flexibilität und
ihrem breiten möglichen Anwendungsspektrum. Es kann eine Vielzahl der für Bruchprozesse
relevanten Eﬀekte berücksichtigt werden. Weiterhin sind sowohl die Initiierung von Schädigung
also auch deren Fortschritt abbildbar. Im Falle kontinuumsschädigungsmechanischer Modelle
muss auch der Ort des Einsetzens der Schädigung sowie die Geometrie des Gebiets, auf
dem sie sich entwickelt, nicht notwendigerweise a priori bekannt sein, sondern ergibt sich
automatisch aus der Lösung des Randwertproblems.
Nachteile sind zum einen die aufwendige Identiﬁzierung der Schädigungsgesetze mit ihrer
häuﬁg großen Anzahl an freien Parametern. Zum anderen treten zum Teil Konvergenzprobleme
in der numerischen Umsetzung, wo die Materialinstabilität auch zu einer gewissen Instabilität
der numerischen Lösung führt, auf. Schließlich bleibt die Rolle des Regularisierungsparameters
kontinuumsschädigungsmechanischer Modelle leider bisher ungeklärt.
Ein stärker von der LEBM motivierter Ansatz eines nicht-lokalen Modells ist ein Variations-
ansatz für Rissbildung und -fortschritt (Francfort u. Marigo, 1998). Es fußt auf der Annahme,
dass jedes mechanische System eine Minimierung seiner globalen Energie anstrebt. Die globale
Energie umfasst hierbei im quasi-statisch und isotherm ausgelenkten System eines spröden
Materials, von Griﬃth motiviert, neben der Arbeit der inneren und äußeren Kräfte auch ein
Energiefunktional, das die zur Schaﬀung neuer Oberﬂächen benötigte Energie beinhaltet.
Dabei umfasst die Menge der möglichen Risskonﬁgurationen alle möglichen geschlossenen
Teilgebiete im betrachteten Körper, wobei Teilgebiete niederer Dimension, wie schon bei den
19 Dabei diente die eingeführte Plastizität zur Modellierung der Lochleibung.
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schädigungsmechanischen Modellen, energetisch bevorzugt sind.20 In der Umsetzung ist es
schädigungsmechanischen Modellen insofern ähnlich, dass auch hier eine Hilfsvariable (ähnlich
einer Schädigungsvariablen) zur Darstellung der Risse eingeführt wird, und dass diese in der
numerischen Umsetzung ebenfalls einer Regularisierung über eine deﬁnierte Länge bedarf,
welche einen glatten Übergang von totalgeschädigtem zu intaktem Material abbildet. Für die
Schädigungsvariable existiert hier aber im Unterschied zu schädigungsmechanischen Modellen
eine eigene Diﬀerentialgleichung, die ihr Verhalten steuert. Damit liegt ein Mehrfeldproblem
vor und die zugehörigen Modelle werden als Phasenfeldmodelle bezeichnet.
Die automatische Berücksichtigung aller möglichen relevanten Risskonﬁgurationen (wie in der
Kontinuumsschädigungsmechanik) ist der große Vorteil der Methode und verspricht eine sehr
universelle Einsetzbarkeit. Der entscheidende Nachteil liegt jedoch darin, dass diese Methode
nur ein Energiekriterium aber kein Spannungskriterium beinhaltet. Dies macht sich schon
beim Versuch, das Versagen eines Zugstabes zu modellieren, unweigerlich bemerkbar. Ein
weiterer Nachteil ist, dass nur Verschiebungsrandbedingungen behandelt werden können.
Dreidimensionale Phasenfeldmodelle stammen zum Beispiel von der Arbeitsgruppe um
Bourdin (Bourdin et al., 2008, Mesgarnejad et al., 2015). Aus dieser stammt auch eine
kürzlich erschienene Veröﬀentlichung, die sich der wesentlichen Problematik um das Fehlen
eines Spannungskriteriums und damit dem Versuch widmet, Phasenfeldmodelle und die
Bruchmechanik ﬁniter Risse (mit gekoppeltem Kriterium) in Einklang zu bringen (Tanné
et al., 2017). Dabei versuchen sie den Regularisierungsparameter, der auch hier einen internen
Längenparameter darstellt, als Brücke zu verwenden. Im Falle eines Risses in einem spröden
Material konvergiert die Lösung des Randwertproblems gegen die Lösung der LEBM, wenn der
interne Längenparameter gegen null tendiert. Hier bringen sie den Regularisierungsparameter
in Zusammenhang mit der Materialfestigkeit, um so erstmalig Rissinitiierung in Spitzkerben
(unter einer symmetrischen Zugbelastung für beliebige Kerböﬀnungswinkel) sowohl simulieren
als auch validieren zu können. Damit stellt die Methode einen vielsprechenden und vielfältigen
Ansatz für die Simulation von sowohl 3D-Rissfortschritt also auch 3D-Rissinitiierung dar,
steht aber relativ gesehen noch am Anfang ihrer Entwicklung. Weiterhin bleibt der Nachteil,
dass der Rechenaufwand, genauso wie bei den kontinuumsschädigungsmechanischen Modellen,
im Vergleich zu anderen Methoden noch sehr groß ist.
20 Francfort u. Marigo (1998) dazu: „Our main partner in this analysis is the crack itself, or rather the family
of possible cracked states. In classical fracture mechanics, the family members are very few and pretty
much homothetic clones of one another; by contrast, our family is rather extended, since it is made up of
all closed subdomains of Ω, independently of their shape. Our family has thin members like lines in 2D or
surfaces in 3D; it admits weird members like clouds of points, and marginal members like edge cracks; it
is however somewhat prejudiced against fat members, i.e., sets of dimension greater than 1 in 2D or 2 in
3D, because those [...] consume too much energy.“
Kapitel 4
Die Skalierte-Rand-Finite-Elemente-Methode zur
Analyse von dreidimensionalen Defektinteraktionen
In diesem Kapitel wird zunächst die Rand-Finite-Elemente-Methode mit den ihr zugrundelie-
genden Annahmen und Gleichungen im Rahmen der linearen Elastizitätstheorie dargestellt.
Dabei werden auch mögliche Eigendehnungen aufgrund beispielsweise thermischer oder Feuch-
tedehnung mit berücksichtigt. Des Weiteren wird auf die Implementierung der Methode
und auf Lösungsverfahren sowie deren Implikationen für die Modellierung eingegangen. Im
zweiten Teil des Kapitels wird die Methode auf die Untersuchung diverser Defektinteraktionen
in erstgeschädigten Faserverbundlaminaten angewandt. Es werden die dreidimensionalen
asymptotischen Nahfelder bestimmt und anhand der zugehörigen Spannungssingularitätsex-
ponenten hinsichtlich ihrer Kritikalität eingeordnet. Schließlich werden beispielhaft einige
konkrete Randwertprobleme mit Defektinteraktionen in solchen Laminaten für diverse Last-
fälle gelöst und resultierende generalisierte Spannungsintensitätsfaktoren (bzw. äquivalente
modale Wichtungsfaktoren) angegeben.
4.1 Die Skalierte-Rand-Finite-Elemente-Methode
Die Skalierte-Rand-Finite-Elemente-Methode (engl: Scaled Boundary Finite Element Method,
SBFEM) ist der neueste und bislang wohl erfolgreichste Versuch eine FEM-Eigenanalyse-
Methode in die breite Anwendung zu führen und als diﬀerenziert einsetzbares Werkzeug zu
etablieren. Dies liegt hauptsächlich darin begründet, dass sie nicht die alleinige Bereitstellung
asymptotischer Nahfeldlösungen zum Ziel hat, sondern vielmehr versucht, das vollständige
Randwertproblem zu lösen, also auch die Randbedingungen am diskretisierten Rand zu
erfüllen. Damit wird auch bestimmt, welche asymptotischen Nahfeldlösungen im gegebenen
Lastfall tatsächlich Bestandteil der Lösung sind, und wie groß ihr jeweiliger Anteil daran ist.
In vielerlei Hinsicht stellt die SBFEM eine Verallgemeinerung der FEM-Eigenanalyse dar, die
schon in etlichen Bereichen erfolgreich angewendet wurde.
Unter dem Namen „Consistent Inﬁnitesimal Finite-Element-Cell Method“ wurde die SBFEM
ursprünglich zur Behandlung elastodynamischer Probleme der Bodenmechanik mit unendlich
ausgedehnten Gebieten und damit als Alternative zur in dieser Anwendung sonst häuﬁg
verwendeten BEM entwickelt (Song u. Wolf, 1995, 1997, Wolf u. Song, 1996). Damit wurde die
SBFEM unabhängig von früheren FEM-Eigenanalyse-Methoden formuliert (vgl. Kap. 3.1.3).
Wie die FEM basiert sie auf einem Variationsprinzip, sodass die Schwierigkeiten, die in
der BEM aufgrund einer notwendigen Fundamentallösung sowie der Auswertung singulärer
Integrale auftreten, vermieden werden. Trotzdem bietet sie genau wie die BEM gegenüber
einer FEM-Analyse den Vorteil einer Dimensionsreduktion der Diskretisierung um eins,
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was insbesondere für in einer Richtung (zum Beispiel einer radialen Raumrichtung) weit
ausgedehnte Gebiete von Vorteil ist.
Später wurde die Methode auf ein breiteres theoretisches Fundament gestellt und es wurden
weitere Herleitungsansätze entwickelt (Wolf u. Song, 2000, Deeks u. Wolf, 2002a, Wolf, 2003),
darunter auch einer für den simpleren Fall elastostatischer Probleme auf Basis des Prinzips der
virtuellen Arbeiten (2.53). In der Folge wurde die SBFEM für zahlreiche weitere physikalische
Problemstellungen verallgemeinert: Potentialströmungen (Deeks u. Cheng, 2003), Akustik
(Lehmann et al., 2006), Diﬀusion (Birk u. Song, 2009), elektromagnetische Feldtheorie (Liu
et al., 2010). Auch gekoppelte physikalische Problemstellungen der Thermoelastizität (Rubtsov
u. Borisov, 2007), Piezoelektrizität (Artel u. Becker, 2005, Artel, 2007, Rubtsov, 2006) sowie
schließlich aller drei gleichzeitig (Li et al., 2015) wurden betrachtet.
Während in den genannten Arbeiten zur SBFEM fast ausschließlich von konvexen Gebieten
(unendlich oder endlich) und damit der skalierten Formulierung ausgegangen wurde, betrachte-
ten Artel u. Becker (2006) prismatische Gebiete. Sie verzichteten in diesem Zusammenhang auf
den Namensteil „Skalierte“ und sprachen nur noch von einer Rand-Finite-Elemente-Methode
(engl.: boundary ﬁnite element method, BFEM). Prismatische Gebiete betrachteten später
auch Man et al. (2012), Jung u. Becker (2014), Weißgraeber (2014). Den Arbeiten von Jung
(2017) und Weißgraeber (2014) ist weiterhin eine Auﬂistung früherer und ähnlicher aber
unabhängig von der SBFEM und BFEM entwickelter Verfahren für prismatische Gebiete zu
entnehmen, die im Rahmen dieser Arbeit aber keine weitere Rolle spielen.
Aufgrund ihrer konzeptionellen Nähe zur FEM, wurden für die SBFEM auch ähnliche Variatio-
nen und Erweiterungen erfolgreich implementiert und untersucht: so diverse Ansatzfunktionen
(Vu u. Deeks, 2006, He et al., 2014) sowie adaptive Vernetzungstechniken (Deeks u. Wolf,
2002b, Vu u. Deeks, 2008). Bei Verwendung konsistenter Ansatzfunktionen, konnte eine
SBFEM auch unmittelbar mit einer FEM (Yang u. Deeks, 2007) oder BEM (Chidgzey et al.,
2008) gekoppelt werden.1 Konzeptbedingt blieb das Anwendungsspektrum jedoch, zumindest
im SBFEM-Teil der Modellierung, auf lineare Problemstellungen beschränkt. Behnke et al.
(2014) unternahmen den Versuch, die Vorteile der SBFEM in einen geometrisch sowie physi-
kalisch nicht-linearen Rahmen zu übertragen. In ihrer zweidimensionalen Untersuchung einer
hyperelastischen Struktur mit Anriss verwendeten sie jedoch letztendlich nur die aus einer
linearen SBFE-Analyse resultierenden Deformationsmoden als Ansatzfunktionen in einer dann
nicht-linearen FE-Analyse. Ooi et al. (2014) unternahmen den Versuch einer elastoplastischen
SBFE-Analyse. Belgeli (2016) verwendete ein Superelement im kommerziellen FE-Programm
Abaqus zur geometrisch nichlinearen Betrachtung (große Rotationen, kleine Verzerrungen)
eines zweidimensionalen Modells von einschnittigen Überlappungsfügungen.2
Die SBFEM wurde auch für bruchmechanische Untersuchungen zur Bestimmung genera-
lisierter Spannungsintensitätsfaktoren (GSIF) verwendet (Chidgzey u. Deeks, 2005, Song,
2006, Chen et al., 2013) – zunächst allerdings vor allem für 2D-Strukturen. Auch eﬃziente
Algorithmen zur vollautomatischen Simulation von Risswachstum wurden in 2D-Strukturen
mit Hilfe der SBFEM in verschiedenen Varianten realisiert (Yang, 2006, Yang u. Deeks, 2007,
1 Natarajan u. Song (2013), Natarajan et al. (2014) formulierten eine sogenannte eXtended Scaled Boundary
Finite Element Method (xSBFEM), die aber de facto auch nur eine einfache Kopplung von Teilgebieten,
auf denen eine BFEM verwendet wurde, mit Teilgebieten, auf denen eine XFEM angewendet wurde,
vorsieht.
2 Die Schnittstelle von Abaqus erlaubt eine Steiﬁgkeitsmatrix K¯ (hier aus der SBFEM) für eine Punktmenge
vorzugeben, die dann unter Rotation der umgebenden FE-Struktur R ebenfalls rotiert wird K=RTK¯R.
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Abbildung 4.1: Beispiele für zweidimensionale Gebiete Ω mit Skalierungszentrum S, die die Ska-
lierungsbedingung erfüllen und daher für eine Lösung mittels der SBFEM geeignet sind: a)
geschlossenes, zweifach zusammenhängendes Gebiet mit Innen- und Außenrand Γi,Γa; b) ge-
schlossenes, einfach zusammenhängendes Gebiet mit Innen- und Außenrand, sowie einigen mit
Skalierungsstrahlen kongruenten Randabschnitten ΓR; c) unbegrenztes Gebiet; d) begrenztes,
einfach zusammenhängendes Gebiet mit Außenrand und Skalierungszentrum im Gebiet; e) pris-
matisches Gebiet. (Der einfacheren Darstellung halber sind hier nur 2D-Gebiete aufgeführt, die
zugrundeliegenden Prinzipien sind aber genauso auf 3D-Gebiete übertragbar.)
Dai et al., 2015, Ooi et al., 2015a). Mittlerweile existieren auch einige wenige dreidimen-
sionale Umsetzungen der BFEM zur Untersuchung der GSIF dreidimensional abklingender
Deformationsmoden (Hell u. Becker, 2015c, Saputra et al., 2015). Eine kürzlich erschienene,
umfangreiche Übersicht über Anwendungen der SBFEM in der linearen Bruchmechanik, vor
allem für zweidimensionale Strukturen, liefern Song et al. (2017).
Jüngere Anwendungsgebiete der SBFEM sind zum einen ihre Nutzung für sehr einfache und da-
her eﬃziente sogenannte Quadtree- (2D, Ooi et al. (2015b)) und Octree-Vernetzungsstrategien
(3D, Talebi et al. (2016), Saputra et al. (2017)), die für Standard-FE-Codes eher ungeeignet
sind. Zum anderen wird die SBFEM in der Isogeometrischen Analyse3 (engl.: Isogeome-
tric Analysis (Cottrell et al., 2009)) verwendet. Diese Anwendungen sind allerdings nicht
Gegenstand dieser Arbeit und werden daher nicht weiter verfolgt.
Im Folgenden wird die SBFEM-Formulierung für statische Randwertprobleme der linearen
Elastizitätstheorie dargestellt.
4.1.1 Formulierung im Rahmen der linearen Elastizitätstheorie
Ein Gebiet Ω (mit Ω ⊂ Rndim , ndim =̂Raumdimension) besitze zwei ähnliche, skalierbare Rän-
der: einen Außenrand Γa und einen Innenrand Γi (vgl. Abb. 4.1). Der Innenrand Γi entspreche
3 Mit in der Isogeometrischen Analyse üblichen, den klassischen CAD-Programmen entlehnten NURBS (Non-
uniform rational B-Splines) als Ansatzfunktionen wurde die SBFEM von Lin et al. (2014), Natarajan et al.
(2015) verwendet. In dreidimensionalen CAD-Modellen sind Körper typischerweise durch zusammengesetzte
Flächen (Oberﬂäche) modelliert. Um diese Daten unmittelbar einer dreidimensionalen elastischen Analyse
zugänglich zu machen, bietet sich eine SBFEM-Formulierung an, bei der eine Deﬁnition der Oberﬂäche
mit Ansatzfunktionen (und eines Skalierungszentrums, vgl. nachfolgendes Teilkapitel) reicht, um den
Körper elastizitätstheoretisch zu beschreiben (Klinkel et al., 2015).
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Abbildung 4.2: Einführung des skalierten Rand-Koordinatensystems (SR-KOS) anhand eines a)
zwei- und b) dreidimensionalen Beispiels.
also dem gegenüber einem Punkt S mit einem Faktor ξi/ξa < 1 skalierten Rand Γa. Das
sogenannte Skalierungszentrum S liege dabei so, dass jeder Skalierungsstrahl R (Halbgerade
mit Ursprung im Skalierungszentrum S zum Außenrand Γa hin) sowohl den Außenrand Γa
als auch den Innenrand Γi höchstens einmal kreuzt. Zusammen mit der Forderung nach dem
konstantem Teilungsverhältnis ξi/ξa ist dies die sogenannte Skalierungsbedingung. Der Fall,
dass Skalierungsstrahlen selbst einen Randabschnitt ΓR abbilden sei explizit mit eingeschlos-
sen, solange die Skalierungsbedingung für keinen Randpunkt verletzt ist (Abb. 4.1 b, c-e). Es
gilt
∂Ω = Γ = Γa ∪ Γi ∪ ΓR . (4.1)
Die Betrachtung von unendlichen Gebieten durch Verschieben des Außenrandes ξa → ∞
(Abb. 4.1 c) oder die Betrachtung von endlichen, nur einfach zusammenhängenden Gebieten4
durch Degenerieren des Innenrandes auf nur einen Punkt ξi → 0 (Abb. 4.1 d) stellen Spezialfälle
des oben skizzierten dar. Die Betrachtung prismatischer Gebiete durch Verschieben des
Skalierungszentrums ξi, ξa →∞ (Abb. 4.1 e) kann ebenfalls als Spezialfall eingeführt werden.
Alle diese Spezialfälle sind auch in der Literatur zu ﬁnden, letzterer ist jedoch nicht Bestandteil
dieser Arbeit.
Sind Außen- und Innenrand ähnlich und die Skalierungsbedingung ist erfüllt, dann sind
auch alle anderen virtuellen Ränder5 zwischen Außen- und Innenrand durch eine einfache
Skalierung ohne Überschneidung darstellbar und ähnlich. Für die Beschreibung der virtuellen
Ränder wird ein skaliertes Randkoordinatensystem mit Koordinaten ξ, η1, η2 eingeführt
(Abb. 4.2). Die Skalierungskoordinate ξ verläuft radial vom Skalierungszentrum zum virtuellen
Rand und nimmt auf dem Innenrand den Wert ξi und auf dem Außenrand den Wert ξa
an. Die Randkoordinaten η1, η2 beschreiben den zweidimensionalen skalierbaren Rand (für
2D-Gebiete ist eine Umlaufkoordinate η ausreichend). Die Koordinatentransformation vom
4 Für diesen Spezialfall wird zur Klärung der Skalierungsbedingung häuﬁg das „Sichtbarkeits“-Kriterium
verwendet. Auf ein 3D-Gebiet bezogen würde die Skalierungsbedingung dann beispielsweise lauten: Sei
der betrachtete Körper ein Raum und der Gebietsrand durch die Körperoberﬂäche symbolisiert, dann
muss jede Stelle im Raum vom Skalierungszentrum aus direkt einsehbar sein.
5 Virtuelle Ränder seien alle denkbaren Linien (2D-Modellierung) oder Flächen (3D-Modellierung), die
sich durch eine beliebige feste Skalierung des Innen- bzw. Außenrandes ergeben. Die virtuellen Ränder
sind i. A. keine echten Gebietsränder (Ausnahmen sind natürlich der Innen- und/oder Außenrand des
betrachteten Gebiets).
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kartesischen x,y,z-Koordinatensystem in ein skaliertes Randkoordinatensystem erfolgt mittels
der kartesischen Koordinaten x0 des Skalierungszentrums über
x = x0 + ξ xη(η1, η2) . (4.2)
Die zugehörige Jacobi-Matrix Jη(η1, η2) zur Transformation der Ableitungsoperatoren ergibt
sich aus  ∂∂ξ∂
ξ∂η1
∂
ξ∂η2
 =

∂x
∂ξ
∂y
∂ξ
∂z
∂ξ
∂x
ξ∂η1
∂y
ξ∂η1
∂z
ξ∂η1
∂x
ξ∂η2
∂y
ξ∂η2
∂z
ξ∂η2

 ∂∂x∂
∂y
∂
∂z
 = Jη(η1, η2)
 ∂∂x∂
∂y
∂
∂z
 (4.3)
und ist durch Herausziehen der Skalierungskoordinate ξ (in den Ableitungsnenner) allein
eine Funktion der Randkoordinaten η1, η2. Damit lässt sich der in Kapitel 2.1.1 deﬁnierte
Diﬀerentialoperator L (2.134) wie folgt zerlegen:
L = Lx
∂
∂x
+ Ly
∂
∂y
+ Lz
∂
∂z
= Lξ
∂
∂ξ
+ Lη1
1
ξ
∂
∂η1
+ Lη2
1
ξ
∂
∂η2
, (4.4)
wobei
Lξ = Lxj11 + Lyj21 + Lzj31 ,
Lη1 = Lxj12 + Lyj22 + Lzj32 ,
Lη2 = Lxj13 + Lyj23 + Lzj33 ,
und jkl mit k, l=1, 2, 3 die Komponenten der Inversen J
−1
η der Jacobi-Matrix darstellen.
Ebenfalls lassen sich die Volumen- und Randdiﬀerentiale für das skalierte Rand-KOS ange-
ben
dV = dΩ = det(Jη) ξ
2dξdη1dη2 , (4.5)
dSξ = dΓξ =
∥∥∥∥∂xη∂η1 × ∂xη∂η2
∥∥∥∥ ξ2dη1dη2 , (4.6)
dSη1 = dΓη1 =
∥∥∥∥∂xη∂η2 × ∂xη∂ξ
∥∥∥∥ ξ2dξdη2 , (4.7)
dSη2 = dΓη2 =
∥∥∥∥∂xη∂ξ × ∂xη∂η1
∥∥∥∥ ξ2dξdη1 . (4.8)
Das betrachtete Gebiet Ω sei nun linear elastisch und durch Oberﬂächenkräfte t∗ auf einem
Teilrand Γt sowie Volumenlasten f belastet (vgl. Abb. 2.1). Entlang eines Teilrandes Γu seien
die Verschiebungen u∗ vorgeschrieben und das Gebiet beﬁnde sich im Gleichgewicht. Dabei gilt
∂Ω = Γ = Γt∪Γu. Es liegt also ein statisches Randwertproblem der linearen Elastizitätstheorie
vor. Dementsprechend gilt das Prinzip der virtuellen Verrückungen (2.52) – auch in seiner
verschiebungsbasierten Form (2.137) in Voigt-Notation mit dem Diﬀerentialoperator L und
der Elastitizitätsmatrix C.
Nun wird ein Separationsansatz für die Verschiebungen u eingeführt
u(ξ, η1, η2) =N (η1, η2)un(ξ) . (4.9)
In diesem sind die Abhängigkeiten der Verschiebungen von der Skalierungskoordinate ξ in der
Funktion un(ξ) und die Abhängigkeiten der Verschiebungen von den Randkoordinaten η1, η2 in
der FunktionN (η1, η2) zusammengefasst. Typischerweise wird für N ein Näherungsansatz in
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den Randkoordinaten gewählt und uˆ(ξ)(≈ un(ξ)) enthält dann die zugehörigen Koeﬃzienten
als freie Funktionen von der Skalierungskoordinate ξ. Im Folgenden sei generell von einem
Näherungsansatz u˜ für die Verschiebungen u ausgegangen, der in sehr ähnlicher Form auch
für die virtuellen Verrückungen δu verwendet wird:
u ≈ u˜(ξ, η1, η2) =N (η1, η2) uˆ(ξ) , δu ≈ δu˜(ξ, η1, η2) =N (η1, η2) δuˆ(ξ) . (4.10)
Einsetzen in die kinematischen Beziehungen (2.18) bzw. (2.136) liefert:
ε(ξ, η1, η2) = LξN (η1, η2)
∂uˆ(ξ)
∂ξ
+
[
Lη1
∂N (η1, η2)
∂η1
+ Lη2
∂N (η1, η2)
∂η2
]
uˆ(ξ)
ξ
= Bξ(η1, η2)
∂uˆ(ξ)
∂ξ
+ Bη(η1, η2)
uˆ(ξ)
ξ
. (4.11)
Damit sowie mit der Darstellung (·)′ für die Ableitung nach der Skalierungskoordinate ξ ergibt
sich das Prinzip der virtuellen Verrückungen mit Ausmultiplizieren zu:
δWi =
∫
Ω
(
[δuˆ′(ξ)]TBTξ + [δuˆ(ξ)]
TBTη
1
ξ
)
C
(
Bξuˆ
′(ξ) +Bηuˆ(ξ)
1
ξ
)
dΩ
=
∫
Ω
[δuˆ′(ξ)]T
(
ξ2BTξCBξuˆ
′(ξ) + ξBTξCBηuˆ(ξ)
)
det(Jη) dξdη1dη2
+
∫
Ω
[δuˆ(ξ)]T
(
ξBTηCBξuˆ
′(ξ) +BTηCBηuˆ(ξ)
)
det(Jη) dξdη1dη2
!
=
∫
Ω
[δuˆ(ξ)]TNT f dΩ +
∫
Γt
[δuˆ(ξ)]TNT t∗ dΓ = δWa .
(4.12)
Wie bereits beschrieben, erfüllt die Geometrie die Skalierungsbedingung, ist also ebenfalls mit
einem Quasi-Separationsansatz (4.2) darstellbar. Können auch die weiteren Eingangsgrößen
des Prinzips der virtuellen Verrückungen mit einem Separationsansatz dargestellt werden,
dann sind für das gesamte Prinzip der virtuellen Verrückungen die Abhängigkeiten von der
Skalierungskoordinate und den Randkoordinaten voneinander separierbar und können auch
getrennt voneinander integriert werden. Dies ist grundlegend für alle Formulierungen der
Skalierte-Rand-Finite-Elemente-Methode.
Für den vereinfachten (aber dennoch typischen) Fall belastungsfreier Ränder ΓR, vernachlässig-
barer Volumenlasten f → 0 und in Skalierungsrichtung konstanter Elastizitätseigenschaften
seien die aus der Integration über die Randkoordinaten resultierenden Systemmatrizen
E0,E1,E2 sowie die Randlastvektoren pa und pi eingeführt:
E0 =
∫
η1
∫
η2
BTξCBξ det(Jη) dη1dη2 , (4.13)
E1 =
∫
η1
∫
η2
BTηCBξ det(Jη) dη1dη2 , (4.14)
E2 =
∫
η1
∫
η2
BTηCBη det(Jη) dη1dη2 , (4.15)
pa = ξ
2
a
∫
η1
∫
η2
NT t∗a
∥∥∥∥∂xη∂η1 × ∂xη∂η2
∥∥∥∥ dη1dη2 , (4.16)
pi = ξ
2
i
∫
η1
∫
η2
NT t∗i
∥∥∥∥∂xη∂η1 × ∂xη∂η2
∥∥∥∥ dη1dη2 . (4.17)
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Abbildung 4.3: Schematische Darstellung einer die Skalierungsbedingung erfüllenden Diskretisie-
rung von Innenrand Γi und Außenrand Γa eines zweidimensionalen Gebiets Ω für die SBFEM.
Hier beschreiben t∗a, t
∗
i jeweils die Oberﬂächenkräfte am Außen- und am Innenrand. Mit
diesen Größen lässt sich das PdvV dann folgendermaßen schreiben:
δWi =
∫ ξa
ξi
[δuˆ′(ξ)]T
(
ξ2E0uˆ
′(ξ) + ξET1 uˆ(ξ)
)
+ [δuˆ(ξ)]T (ξE1uˆ
′(ξ) + E2uˆ(ξ)) dξ
!
= [δuˆ(ξa)]
Tpa + [δuˆ(ξi)]
Tpi = δWa .
(4.18)
Partielle Integration zur Elimination der Ableitung δuˆ′(ξ) der virtuellen Verrückungen führt
schließlich auf die zentrale Forderung:
−
∫ ξa
ξi
[δuˆ(ξ)]T
(
E0ξ
2uˆ′′(ξ) +
[
2E0 + E
T
1 − E1
]
ξuˆ′(ξ) +
[
ET1 − E2
]
uˆ(ξ)
)
dξ
+
[
[δuˆ′(ξ)]T
(
ξ2E0uˆ
′(ξ) + ξET1 uˆ(ξ)
) ]ξa
ξi
− [δuˆ(ξa)]Tpa − [δuˆ(ξi)]Tpi = 0 . (4.19)
Aus der virtuellen inneren Arbeit δWi enthält sie einen Integralterm und je einen Randterm
für Außen- und Innenrand. Aus der virtuellen äußeren Arbeit stammen in diesem Fall
nur zwei Randterme, wieder je einer für Außen- und Innenrand. Soll diese Gleichung für
beliebige virtuelle Verrückungen, also beliebige δuˆ(ξ) bzw. an Außen- und Innenrand δuˆ(ξa)
und δuˆ(ξi), erfüllt sein, führt dies auf die folgenden zwei Gleichungssysteme, die als die
SBFEM-Gleichungen bezeichnet seien:
E0ξ
2uˆ′′(ξ) +
[
2E0 + E
T
1 − E1
]
ξuˆ′(ξ) +
[
ET1 − E2
]
uˆ(ξ) = 0 , (4.20)[
ξ2a E0 uˆ
′(ξa) + ξaET1 uˆ(ξa)
−ξ2i E0 uˆ′(ξi)− ξiET1 uˆ(ξi)
]
=
[
pa
pi
]
. (4.21)
Gleichung (4.20) ist ein homogenes Euler-Diﬀerentialgleichungssystem zweiter Ordnung und
entspricht der Forderung nach Erfüllung der Feldgleichungen sowie der Randbedingungen am
Teilrand ΓR (Abb. 4.1, 4.2). Es ist nicht zwingend homogen, sondern wird beispielsweise bei
Berücksichtigung von Volumenlasten oder auch Eigendehnungen (vgl. Kap. 4.1.4) inhomogen.
Die Gleichungen (4.21) fordern die Erfüllung der Randbedingungen am Außenrand Γa bzw. am
Innenrand Γi.
Die bis hierhin dargestellte Herangehensweise entspricht weitgehend derjenigen für eine
Ritzsche Methode (Mittelstedt u. Becker, 2016). Der Übergang zu einer Finite-Element-
Formulierung mit ne Rand-Finiten-Elementen erfolgt zunächst durch eine identische Diskreti-
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S
Abbildung 4.4: Beispielhafte Diskretisierung des Randes eines Vollquaders für die SBFEM mit
zulässiger Wahl des Skalierungszentrums S.
sierung von Außenrand Γa und Innenrand Γi (auch die Diskretisierung muss die Skalierungs-
bedingung erfüllen, siehe Abb. 4.3, 4.4)
Γa ≈ Γ˜a =
ne⋃
e=1
Γae , Γi ≈ Γ˜i =
ne⋃
e=1
Γie . (4.22)
Dabei ist ein Teilgebiet Ωe, das von Γae und Γie sowie allen Skalierungsstrahlen dazwischen
gebildet wird, gerade ein Rand-FE. Elementweise wird ein einheitliches skaliertes Randkoor-
dinatensystem mit der Transformation
x = x0 + ξ x
(e)
η (η
e
1, η
e
2) , η
e
1, η
e
2 ∈ [−1, 1] ∀ e ∈ [1, ..., ne] (4.23)
eingeführt. Für die Geometrie von Außen- bzw. Innenrand sowie für die Verschiebungsfelder
in den Randkoordinaten werden die gleichen elementweisen Ansätze formuliert
ξx˜(e)η =N e(η
e
1, η
e
2) ξxˆe , (4.24)
u˜(e) =N e(η
e
1, η
e
2) uˆe(ξ) , (4.25)
δu˜(e) =N e(η
e
1, η
e
2) δuˆe(ξ) , (4.26)
mit den elementweisen Koeﬃzientenfunktionen ξxˆe, uˆe(ξ), δuˆe(ξ). Im Falle der Geometrie ist
die Koeﬃzientenfunktion nur linear in der Skalierungskoordinate ξ und daher schon spezieller
dargestellt. Diese Ansatzfunktionen müssen wieder die Anforderungen an die Ansätze aus
Kapitel 2.3.1 erfüllen (lineare Unabhängigkeit, Kompatibilität, Vollständigkeit, Drehinvarianz).
Einfache Ansätze mit Lagrange-Polynomen, wie sie in dieser Arbeit ausschließlich verwendet
werden, erfüllen diese Anforderungen. Dann sind die Koeﬃzientenfunktionen uˆe(ξ), δuˆe(ξ)
tatsächliche Verschiebungswerte entlang der Skalierungsstrahlen, die durch die Knotenpunkte
der Ansatzpolynome verlaufen, und xˆe sind die kartesischen Koordinaten dieser Knotenpunkte
für ξ=1.
Unter Verwendung dieser Ansätze können elementweise die Systemmatrizen E(e)0 ,E
(e)
1 ,E
(e)
2
sowie die Randlastvektoren p(e)a und p
(e)
i bestimmt werden. Diese sind wie in der klassischen
FEM für das Gesamtsystem zu assemblieren (zusammenzuführen) und die resultierenden
Matrizen E0,E1,E2 und Randlastvektoren pa und pi des Gesamtsystems in die SBFEM-
Gleichungen (4.20, 4.21) einzufügen.
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4.1.2 Lösung des homogenen Diﬀerentialgleichungssystems
Im verallgemeinerten Fall, in dem ndim=2, 3 wieder die Dimension des betrachteten Gebiets
darstelle, lässt sich das homogene Euler-DGL-System folgendermaßen schreiben6
E0ξ
ndim−1uˆ′′(ξ)+
[
(ndim− 1)E0 + ET1 − E1
]
ξndim−2uˆ′(ξ) (4.27)
+
[
(ndim− 2)ET1 − E2
]
ξndim−3uˆ(ξ) = 0 . (4.28)
Euler-Diﬀerentialgleichungen können mittels einer Transformation t= ln(ξ) in gewöhnliche
Diﬀerentialgleichungen mit konstanten Koeﬃzienten überführt werden:7
E0
∂2uˆ(t)
∂t2
+
[
(ndim− 2)E0 + ET1 − E1
] ∂uˆ(t)
∂t
+
[
(ndim− 2)ET1 − E2
]
uˆ(t) = 0 (4.29)
Dieses Diﬀerentialgleichungssystem zweiter Ordnung kann standardmäßig durch Einführen
einer Vektorfunktion vˆ(t) = ∂uˆ(t)
∂t
und damit Verdoppelung der Anzahl der Freiheitsgrade in
ein DGLS erster Ordnung überführt werden:[
∂vˆ/∂t
∂uˆ/∂t
]
︸ ︷︷ ︸
∂wˆ/∂t
=
[
−E−10
[
(ndim− 2)E0 − E1 + ET1
]
−E−10
[
(ndim− 2)ET1 − E2
]
I 0
]
︸ ︷︷ ︸
K
[
vˆ
uˆ
]
︸︷︷︸
wˆ
(4.30)
Die allgemeine Lösung eines solchen Diﬀerentialgleichungssystems lautet
wˆ(t) = eKtwˆ(0) (4.31)
mit der Matrixexponentialfunktion eKt und den Verschiebungen uˆ sowie deren Ableitungen
vˆ bei ξ(t=0) = 1. Natürlich kann die Lösung stattdessen in Abhängigkeit der Randbedin-
gungen an den Rändern Γa und Γi angegeben werden. Die Hauptproblematik liegt in der
möglichst robusten und eﬃzienten Bestimmung der Matrixexponentialfunktion. Bevor die
hierzu geeigneten Eigenwert-Zerlegungs-Methode sowie Schur-Zerlegungs-Methode betrachtet
werden, sei noch kurz ein weiterer Lösungsansatz für das SBFEM-DGLS diskutiert.
Anstatt die Ableitungen vˆ der Knotenverschiebungsfunktionen uˆ zu verwenden, kann auch
das im Randterm der virtuellen inneren Arbeit vorhandene DGLS herangezogen werden, mit
Hilfe dessen die Funktionen qˆ und ihre ersten Ableitungen deﬁniert werden:
qˆ(ξ) = ξndim−1E0uˆ
′(ξ) + ξndim−2ET1 uˆ(ξ) , (4.32)
qˆ′(ξ) = ξndim−1E0uˆ
′′(ξ) + [(ndim− 1)E0 + ET1 ]ξndim−2uˆ′(ξ) + (ndim− 2)ET1 uˆ(ξ) . (4.33)
Physikalisch sind die Funktionen qˆ(ξ) als Lastvektoren an einem virtuellen Rand der Skalierung
ξ innerhalb des betrachteten Gebiets zu interpretieren. An den Rändern ξa und ξi müssen sie
demzufolge gerade den Randlastvektoren pa und pi entsprechen (vgl. Gln. (4.21)).
Einsetzen der Ableitungen in das SBFEM-DGLS (4.28) ergibt ein DGLS erster Ordnung
und Gleichung (4.32) ein weiteres. Für ndim=3 lässt sich mit der Eulertransformation,
6 Für die Analyse der vorliegenden Arbeit sind neben der Formulierung für den dreidimensionalen Fall an
diversen Stellen (z. B. Kap. 4.2.1, Kap. 5.1.6) auch zweidimensionale Analysen notwendig.
7 Der Einfachheit halber ist der Faktor ξndim−3 = et(ndim−3) hier weggelassen.
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Multiplikation mit et/2=
√
ξ und Bildung der Ableitung von [qˆTe−t/2, uˆTet/2]T folgendes
gekoppeltes Gesamt-DGLS erster Ordnung angeben[
∂(qˆ e−t/2)/∂t
∂(uˆ et/2)/∂t
]
=
[
E1E
−1
0 − I/2 E1E−10 ET1 − E2
E−10 −E−10 ET1 + I/2
]
︸ ︷︷ ︸
KH
[
qˆ e−t/2
uˆ et/2 .
]
(4.34)
Die Matrix KH ist eine Hamilton-Matrix. Das heißt, sie selbst ist zwar nicht symmetrisch,
aber ihr Produkt mit der schiefsymmetrischen Matrix
J =
[
0 I
−I 0
]
(4.35)
gleicher Dimension ist es: (JKH)T = JKH. Daraus folgt unmittelbar, dass ihr charak-
teristisches Polynom gerade und somit ihr Eigenwertspektrum einerseits symmetrisch zur
Zahl Null ist und andererseits für jeden komplexen Eigenwert auch der komplex konjugierte
Wert ein Eigenwert ist. Die Betrachtung des zweidimensionalen Falls führt ebenso auf ein
Diﬀerentialgleichungssystem, dessen Koeﬃzientenmatrix eine Hamiltonform annimmt. Die
allgemeine Lösung dieses Diﬀerentialgleichungssystems ergibt sich in ähnlicher Form wie in
Gl. (4.31) aber nun mittels einer Matrixexponentialfunktion eKHt.
Ein Vorteil dieser Betrachtungsweise liegt darin, dass sie für bestimmte Lösungsalgorithmen
zur Bestimmung der Matrixexponentialfunktion besser geeignet ist (s. Folgeteilkapitel).
Weiterhin führt sie bei der Betrachtung von Randwertproblemen mit Innen- sowie Außenrand
und daraus ableitbaren Berechnungsmethoden (s. Kap. 6) zu günstigeren Darstellungen.
Eigenwert-Zerlegungs-Methode
Eine Möglichkeit, die Matrixexponentialfunktion eKt zu bestimmen, führt über die Diagonali-
sierung der Koeﬃzientenmatrix K des Diﬀerentialgleichungssystems (4.30):
K = ΦΛΦ−1 , (4.36)
wobei Λ die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten λj und Φ die Matrix mit den zugehörigen
rechten Eigenvektoren φj (als Spaltenvektoren) darstellen (j = 1, ..., nλ). Dann bestimmt sich
die Matrixexponentialfunktion einfach zu
eKt = ΦeΛtΦ−1 (4.37)
mit der Diagonalmatrix eΛt, die auf ihrer Diagonalen die Komponenten eλjt enthält. Tatsäch-
lich entspricht dies gerade dem Ergebnis, das auch durch Verwendung der Fundamentallösung
wˆj(t) = φje
λjt im gegebenen Diﬀerentialgleichungssystem resultieren würde, da sich daraus
ebenfalls ein Eigenwertproblem ableiten lässt:
eλjt(Kφj − λjφj) = 0 . (4.38)
Mittels bewährter numerischer Verfahren kann das i. A. große und unsymmetrische Eigen-
wertproblem entweder vollständig (QR-Algorithmus) oder auch nur partiell für einige wenige
Eigenwerte und -vektoren (iterative Arnoldi-Methoden) gelöst werden. Die Lösung des Eigen-
wertproblems erfordert die mit aufwendigsten Verfahren der numerischen Mathematik. So
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steigt der Rechenaufwand des QR-Algorithmus (Golub u. Van Loan, 1996, Kap. 7), welcher
das Eigenwertproblem vollständig löst, d. h. alle Eigenwerte und -vektoren des Eigenwert-
problems bestimmt, kubisch mit der Anzahl der Freiheitsgrade (engl.: degrees of freedom,
DOF). Die iterativen Arnoldi-Methoden (Arnoldi, 1951, Apel et al., 2002b) sind wesentlich
schneller, bestimmen aber auch nur einen Teil der Eigenwerte und -vektoren – typischerweise
die nächsten zur Null oder die größten. Entsprechend ist hier die Hamiltonform des DGLS,
die auf ein Eigenwertspektrum symmetrisch zur Null führt, zu verwenden.
Eine wesentliche Problematik von Eigenwertlösern ist ihr Umgang mit Eigenwerten, deren
algebraische Vielfachheit größer als ihre geometrische Vielfachheit ist (Moler, 2004). Existie-
ren für einen k-fachen Eigenwert also nicht auch k unabhängige Eigenvektoren, bilden diese
sogenannte Jordan-Blöcke und die Eigenwerte sind sehr sensitiv gegenüber Störungen der be-
trachteten Matrix. Diese Störungen können z. B. schon einfache Rundungsfehler sein. Bei einer
deﬁzitären geometrischen Multiplizität m und einer Störung δ in der Matrix entstehen dann
Fehler von der Ordnung O(δ1/m) (Bsp.: δ1/m=(10−16)1/4=10−4). Im Rahmen der linearen
Elastizitätstheorie tritt dies in der SBFEM zum einen immer an Verzweigungspunkten von
Eigenwerten auf, d. h. dort, wo ein komplex konjugiertes Eigenwertpaar durch eine Änderung
von Geometrie oder Materialeigenschaften zu nur noch einem Eigenwert mit algebraischer
Multiplizität von zwei wird (vgl. auch Sator (2010)). Während dieser Fall sehr selten und im
Raum möglicher Strukturkonﬁgurationen äußerst lokal auftritt, ist in der SBFEM für zweidi-
mensionale Gebiete der Nulleigenwert immer von algebraischer Multiplizität vier aber nur
von geometrischer Multiplizität zwei, sodass ausgerechnet bei den Starrkörperverschiebungen
vergleichsweise große Abweichungen auftreten.8 Die Situation stellt sich noch problematischer
dar, wenn prismatische Gebiete betrachtet werden, die aber nicht Gegenstand dieser Arbeit
sind (Artel, 2007).
Die Rücktransformation der Fundamentallösung
t→ ξ : wˆj(ξ) = φjξλj −→ uˆj(ξ) = φuj ξλj (4.39)
gibt schon einen Hinweis darauf, dass die Lösung des Eigenwertproblems gerade Lösungen
der Feldgleichungen – die Deformationsmoden uˆj(ξ) – enthalten. Die Eigenvektoren φj
charakterisieren die dabei herrschende Deformation eines virtuellen Randes (bei ξ=1) und
die Eigenwerte λj das Abklingverhalten der Deformationsmoden in der Skalierungskoordinate
ξ:
• für Re(λj) < 0 nach außen abklingend (mit steigenden ξ) und
• für Re(λj) > 0 nach innen abklingend (mit fallendem ξ).
Die allgemeine Lösung (4.31) des homogenen SBFEM-Diﬀerentialgleichungssystems (4.30)
lässt sich nun ebenfalls nach Rücktransformation folgendermaßen darstellen:[
vˆ(ξ)
uˆ(ξ)
]
=
[
Φv
Φu
]
ξΛ
[
Φv
Φu
]−1 [
Φv(ξ=1)
Φu(ξ=1)
]
=
[
Φv
Φu
]
ξΛc . =
[
ΦuΛ
Φu
]
ξΛc . (4.40)
Hierin ist ξΛ nun eine Diagonalmatrix mit den Einträgen ξλj und der Vektor c enthält die
Wichtungsfaktoren cj der Deformationsmoden uˆj(ξ). Es sei angemerkt, dass die Anzahl
nλ der Deformationsmoden doppelt so groß ist, wie diejenige der Freiheitsgrade an einem
8 Anmerkung: Diese Problematik tritt in dreidimensionalen Problemstellungen nicht auf.
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diskretisierten virtuellen Rand9 und somit zwar die Matrix der Eigenvektoren Φ jedoch
nicht die Matrix Φu quadratisch ist. Folglich sind natürlich die Randbedingungen an beiden
Rändern Γi,Γa notwendig, um die Wichtungsfaktoren cj der Deformationsmoden uˆj(ξ)
eindeutig bestimmen zu können (Gln. (4.21)).10
Werden zur Lösung des homogenen SBFEM-Diﬀerentialgleichungssystems die Lastvektoren
qˆ(ξ) anstatt der Ableitungen vˆ(ξ) der Verschiebungen an einem virtuellen Rand bei ξ zur
Reduktion der DGL-Ordnung verwendet, ergibt sich im dreidimensionalen Fall die Lösung
für das resultierende DGLS (4.34) sehr ähnlich zu:[
qˆ(ξ)/
√
ξ
uˆ(ξ)
√
ξ
]
=
[
Φq
Φu
]
ξΛ¯
[
Φq
Φu
]−1 [
Φq(ξ = 1)
Φu(ξ = 1)
]
=
[
Φq
Φu
]
ξΛ¯c bzw. (4.41)
[
qˆ(ξ)
uˆ(ξ)
]
=
[
Φq ξΛ¯+1/2
Φu ξΛ¯−1/2
]
c =
[
Φq ξΛ+1
Φu ξΛ
]
c . (4.42)
Das Eigenwertspektrum mit Eigenwerten λ¯j der Hamiltonmatrix KH ist symmetrisch zur
Null. Da die Deformationsmoden uˆj(ξ) für beide Herangehensweisen aber identisch sein
müssen, folgt, dass das Eigenwertspektrum der Koeﬃzientenmatrix K ebenfalls symmetrisch
sein muss – im dreidimensionalen Fall aber zum Wert −0,5. Im zweidimensionalen Fall
sind die beiden Eigenwertspektren identisch Λ¯2D=Λ2D und damit entsprechend der Eigen-
schaften der Hamiltonmatrix symmetrisch zur Null. Während im dreidimensionalen Fall
die Einzelkraftlösungen in den Abklingexponenten der Verschiebungen den Wert λ= − 1
und nur die Starrkörpermoden den Wert λ=0 annehmen, fallen im zweidimensionalen Fall
die Abklingexponenten beider Deformationsmodengruppen zusammen. Dies ist der Grund
für den dann auftretenden Mangel an linear unabhängigen Eigenvektoren. Um genügend
linear unabhängige Deformationsmoden zur eindeutigen Lösbarkeit des Randwertproblems
zu erhalten, sind dort entsprechende Hauptvektoren zu bestimmen. Diese und die weiter
resultierenden logarithmischen Terme ln(ξ) in der Verschiebungslösung führen dann gerade
auf die Abbildung der ebenen Einzelkraftlösung (vgl. z. B. Becker u. Gross (2002)).
Für die Anwendung des QR-Algorithmus macht es keinen Unterschied, ob das Eigenwert-
problem für K oder KH gelöst wird. Allerdings ist zu beachten, dass die Ausgabe der
Eigenvektoren φj typischerweise auf eins normiert erfolgt, sodass bei entsprechenden Größen-
unterschieden der Einträge Rundungsfehler stärker eine Rolle spielen können. Naturgemäß ist
der Größenunterschied zwischen den Verschiebungen φuj des Deformationsmodus uˆj und den
Lastvektoren
φ
q
j = (E0λj + E
T
1 )φ
u
j (4.43)
größer als zu den Verschiebungsableitungen
φvj = λjφ
u
j , (4.44)
da die Systemmatrizen E0,E1 die i. A. großen Elastizitätskonstanten enthalten. Somit ist
die Verwendung der Lastvektoren zur Reduktion der Ordnung des SBFEM-DGLS insgesamt
anfälliger für Rundungsfehler. Zudem sind die modalen Lastvektoren qˆj(ξ) mit vergleichsweise
geringem Aufwand nachträglich aus den Deformationsmoden berechenbar (z. B. Gl. (4.43)),
9 oder auch nλ = DOF(Γa) + DOF(Γi)
10 Der in Gleichung (4.40) implizierte Fall, dass an einem (virtuellen) Rand bei ξ = 1 sowohl Verschiebungen
als auch Ableitungen gegeben sind, ist aus praktischer Sicht von ungeordneter Relevanz und ohnehin
ausschließlich in Gebieten mit Außen- und Innenrand sinnvoll möglich.
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sodass zur Lösung des homogenen DGLS eher das Standardlösungsverfahren mittels der
Verschiebungsableitungen zu empfehlen ist.
In Summendarstellung lässt sich schließlich die allgemeine Verschiebungslösung entlang der
Skalierungsstrahlen an den Polynomknotenpunkten mit nc komplex konjugierten Eigen-
wertpaaren λ=λr ± iλi und jeweiliger Diﬀerenz zwischen algebraischer und geometrischer
Multiplizität ngk folgendermaßen angeben
11:
uˆ(ξ) =
nc∑
k=1
ng
k∑
l=1
[
cos(λik ln ξ) (Re(φkl) Re(ckl)− Im(φkl)Im(ckl))
− sin(λik ln ξ) (Re(φkl)Im(ckl) + Im(φkl) Re(ckl))
]
2ξλ
r
k(ln ξ)l .
(4.45)
Mit den Gln. (4.10) bestimmen sich dann die Verschiebungen u˜(ξ, η1, η2) durch Multipli-
kation mit den Formfunktionen N (η1, η2).12 In der einfacheren Matrixnotation und unter
Vernachlässigung logarithmischer Deformationsmoden schreiben sie sich dann wie folgt:
u˜(ξ, η1, η2) =N (η1, η2)Φu ξ
Λc . (4.46)
Schur-Zerlegungs-Methode
Ein weiterer Weg die Matrixexponentialfunktion zu bestimmen, die sich insbesondere bezüglich
der Berücksichtigung von Eigenwerten mit kleinerer geometrischer als algebraischer Vielfach-
heit numerisch robuster verhält, kann über eine Schur-Zerlegung der DGL-Koeﬃzientenmatrix
K erfolgen (vgl. Song (2004)):
K = VSVT (4.47)
Sie beinhaltet eine orthonormale Transformation von K in eine Dreiecksmatrix S, die auf
ihrer Diagonalen die Realteile der Eigenwerte und gegebenenfalls auf der Nebendiagonalen
die Imaginärteile enthält. Eine Sortierung der Eigenwerte nach ihrer Größe und anschließende
Blockdiagonalisierung mittels der Transformationsmatrix Y ergibt
K = VYS¯Y−1VT =
[
Vv1 V
v
2
Vu1 V
u
2
] [
I Y12
0 I
] [
S¯11 0
0 S¯22
] [
I Y12
0 I
]−1 [
Vv1 V
v
2
Vu1 V
u
2
]T
(4.48)
Y12 bestimmt sich dabei aus der Sylvester-Gleichung:
S11Y12 −Y12S22 + S12 = 0 . (4.49)
Entsprechend ergibt sich die Matrixexponentialfunktion nun zu
eKt = VYeS¯tY−1VT (4.50)
Einsetzen in die allgemeine Lösung (4.31) des homogenen DGLS (4.30) und Rücktransforma-
tion in die Skalierungskoordinate ξ führt auf[
vˆ(ξ)
uˆ(ξ)
]
=
[
Vv1e
S¯11 ln ξ (Vv1Y12 +V
v
2)e
S¯22 ln ξ
Vu1e
S¯11 ln ξ (Vu1Y12 +V
u
2)e
S¯22 ln ξ
]
cS (4.51)
11 Dabei ist aufgrund der andersartigen Klassiﬁzierung eine andere, leicht angepasste Indizierung als in der
bisherigen Darstellung verwendet.
12 Sind diese elementweise als N e(η1, η2) gegeben, lassen sie sich prinzipiell dennoch, wie in Kapitel 2.3.4
dargelegt, zu einer Gesamtmatrix der Formfunktionen N(η1, η2) assemblieren.
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Die tatsächliche Berechnung der Matrixexponentialfunktionen eS¯11 ln ξ, eS¯22 ln ξ stellt sich aller-
dings nicht so einfach wie im Falle der Eigenwert-Zerlegung dar. Es gibt dennoch einige, wenn
auch mitunter vergleichsweise aufwendige Algorithmen (Moler u. Van Loan, 1978, 2003), die
in numerischen Mathematik-Programmen, wie dem in dieser Arbeit verwendeten Matlab,
bereits implementiert und unmittelbar einsetzbar sind. Solange aber kein zwingendes Interesse
an Auswertungen innerhalb des Gebiets besteht, stellt diese Methodik insbesondere für die
Lösung von zweidimensionalen Randwertproblemen eine numerisch robuste Alternative zur
Methodik der Eigenwertzerlegung dar.
4.1.3 Berücksichtigung von Randbedingungen am diskretisierten Gebietsrand
Bei der Einarbeitung der Randbedingungen, die am diskretisierten Gebietsrand gefordert
sind, kann es von Vorteil sein, das Eigenwertspektrum und seine zugehörigen Eigenvektoren
bezüglich seiner Symmetrieachse in einen positiven Anteil Λp,Φ
u
p mit λ¯j ≥ 0, der von außen
nach innen abklingt, und einen negativen Anteil Λn,Φ
u
n mit λ¯j ≤ 0, der von innen nach außen
abklingt, aufzuteilen.131415
uˆ(ξ) = Φup ξ
Λpcp +Φ
u
n ξ
Λncn , (4.52)
qˆ(ξ) = Φqp ξ
Λp+Icp +Φ
q
n ξ
Λn+Icn . (4.53)
Der einfacheren Darstellung halber, aber auch wegen ihrer physikalischen Bedeutung für
die Erfüllung der Randbedingungen am diskretisierten Rand, sei hier weiterhin mit den
Lastvektoren qˆ(ξ) gearbeitet. Dabei ist die für die vorliegende Arbeit relevantere Darstellung
eines dreidimensionalen Randwertproblems gewählt.16
Einsetzen der Verschiebungslösung (4.52) und ihrer Ableitungen in das LGS (4.21) zur
Erfüllung der Randbedingungen am Außenrand Γa bzw. am Innenrand Γi ergibt dann mit
Trennung der Anteile des Eigenwertspektrums:[ (
E0Φ
u
pΛp + E
T
1Φ
u
p
)
ξ
Λp+I
a
(
E0Φ
u
nΛn + E
T
1Φ
u
n
)
ξΛn+Ia
−(E0ΦupΛp + ET1Φup)ξΛp+Ii −(E0ΦunΛn + ET1Φun)ξΛn+Ii
] [
cp
cn
]
=
[
pa
pi
]
. (4.54)
Man beachte, dass pi nach Deﬁnition (4.17) positiv für nach außen zeigende Lasten ist.
Hingegen vereinfacht sich die Darstellung unter Verwendung der Lösung (4.53) für die
Lastvektoren wesentlich zu[
qˆ(ξa)
−qˆ(ξi)
]
=
[
Φqp ξ
Λp+I
a Φ
q
n ξ
Λn+I
a
−Φqp ξΛp+Ii −Φqn ξΛn+Ii
] [
cp
cn
]
=
[
pa
pi
]
. (4.55)
13 Die Überschneidung in zweidimensionalen Randwertproblemen ist am sinnvollsten aufzulösen, indem die
Nulleigenwerte selbst nochmals von den übrigen Eigenwerten separiert werden.
14Die Aufteilung des Eigenwertspektrums wurde bei der Schur-Zerlegungsmethode durch Sortierung der
Eigenwerte und Blockdiagonalisierung der Schurmatrix bereits eingeführt.
15 Die Eigenwerte des positiven Anteils des Eigenwertspektrums werden häuﬁg auch als die primalen und
diejenigen des negativen Anteils als die dualen Eigenwerte bezeichnet. Beispielsweise werden zur Bestim-
mung von GSIF mit Hilfe des H-/Ψ-Integrals die dualen Eigenwerte und zugehörigen Winkelfunktionen
benötigt (z. B. Leguillon u. Sanchez-Palencia (1987), Leguillon (1989)).
16 Grundsätzlich sind die Formulierungen für zweidimensionale und dreidimensionale Problemstellungen aber
sehr ähnlich: für uˆ(ξ) identisch und für qˆ(ξ) fehlt im zweidimensionalen lediglich ein Faktor ξ.
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Um eine gänzlich verschiebungsbasierte Darstellung zu erhalten, sind die modalen Wich-
tungsfaktoren cp, cn geeignet zu ersetzen. Geschickterweise sind dazu die Verschiebungen an
Außen- und Innenrand zu wählen:[
uˆa
uˆi
]
=
[
uˆ(ξa)
uˆ(ξi)
]
=
[
Φup ξ
Λp
a Φ
u
n ξ
Λn
a
Φup ξ
Λp
i Φ
u
n ξ
Λn
i
] [
cp
cn
]
. (4.56)
Damit lässt sich das vollständige verschiebungsbasierte lineare Gleichungssystem zur Erfüllung
der Randbedingungen an Außen- und Innenrand in Form der klassischen FEM angeben:[
Φqp ξ
Λp+I
a Φ
q
n ξ
Λn+I
a
−Φqp ξΛp+Ii −Φqn ξΛn+Ii
][
Φup ξ
Λp
a Φ
u
n ξ
Λn
a
Φup ξ
Λp
i Φ
u
n ξ
Λn
i
]−1 [
uˆa
uˆi
]
=
[
pa
pi
]
KuB · uˆB = puB
(4.57)
mit der Verschiebungs-Randsteiﬁgkeitsmatrix KuB, den Randverschiebungen uˆB und dem
Randlastvektor pB. Bei der Lösung dieses LGS ist zu beachten, dass die Matrizen zur
Berechnung der Randsteiﬁgkeitsmatrix KuB aufgrund der enthaltnenen Potenzterme sehr hohe
Konditionszahlen besitzen können. Dadurch, dass diese Potenzterme aber jeweils einmal als
Faktor und einmal als Divisor auftreten, ist die Konditionszahl von KuB selbst vergleichsweise
moderat.17
Ausgehend von Darstellung (4.55) lassen sich folgende Schlüsse ziehen:
• Ist ein abgeschlossenes konvexes Gebiet vorhanden, sodass es nur einen Außenrand bei
ξa aber keinen tatsächlichen Innenrand gibt (ξi=0), dann ist in der zweiten Zeile der
angegebenen Matrix der erste Eintrag identisch mit der Nullmatrix
lim
ξi→0
−Φqp ξΛp+Ii = 0 .
Der zweite Eintrag strebt hingegen für alle Deformationsmoden mit λnj < −1 ge-
gen unendlich, sodass als Regularitätsbedingung gelten muss, dass alle zugehörigen
Wichtungsfaktoren null sind. Nur die Terme mit λnj = − 1 zur Abbildung der Einzel-
kraftlösung liefern hier prinzipiell noch ﬁnite Werte. Kann ihnen aber keine Kraft in
Form von pi auf der anderen Seite des Gleichheitszeichens zugeordnet werden, sind
auch ihre Wichtungsfaktoren null und es muss gelten
cn = 0 .
Somit bleibt nur noch die erste Zeile des Gleichungssystems, in der der zweite Eintrag
Φqn ξ
Λn+I
a der Matrix, der den Einﬂuss der nach außen abklingenden Deformationsmoden
auf das Kräftegleichgewicht am Außenrand enthält, durch cn=0 aber keine Rolle mehr
spielt. Die übrigen Wichtungsfaktoren cp sind dann unabhängig von den Verschiebungen
uˆi darstellbar. Folglich reduziert sich das verschiebungsbasierte LGS (4.57) wesentlich
auf die klassische, in der Literatur häuﬁg anzutreﬀende Form
(Φqp)(Φ
u
p)
−1 uˆa = pa bzw.(
E0Φ
u
pΛp + E
T
1Φ
u
p
)
(Φup)
−1 uˆa = pa ,
(4.58)
17 Die Auswirkungen dessen wurden bei der Implementierung in Matlab überprüft und als vernachlässigbar
befunden, sofern die Berechnung in einem Schritt erfolgte. Vermutlich ist für diesen Fall in den von
Matlab zur Verfügung gestellten Lösungsalgorithmen für LGS ein Weg zur Umgehung der schlechten
Konditionierung mit bereitgestellt.
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wobei die Skalierungskoordinate am Außenrand frei zu ξa=1 gewählt ist. Äquivalent
kann das LGS auch in Abhängigkeit der resultierenden Matrizen der Schurzerlegung
dargestellt werden, wenn der linke obere Block S11 der Schurmatrix die Eigenwerte des
positiven Teils des Eigenwertspektrums enthält. Dann ist eine Blockdiagonalisierung
der Schurmatrix S mittels Lösung einer Sylvester-Gleichung auch nicht notwendig:(
E0V
v,p
1 + E
T
1V
u,p
1
)
(Vu,p1 )
T uˆa = pa . (4.59)
• Umgekehrt gilt für unbeschränkte Gebiete mit ξa → ∞ und einem Innenrand bei ξi,
dass der erste Eintrag der ersten Zeile der gegebenen Matrix in LGS (4.55) gegen
unendlich strebt
lim
ξa→∞
Φqp ξ
Λp+I
a = ∞
und daher die Forderung nach Regularität der Lösung automatisch ein Verschwinden
der zugehörigen Wichtungsfaktoren bedingt
cp = 0 .
Dann bleibt für die Gleichgewichtsbedingung am Innenrand und mit entsprechender
Substitution der Wichtungsfaktoren cn der nach außen abklingenden Deformationsmo-
den:
−(Φqn)(Φun)−1 uˆi = pi bzw.
−(E0ΦunΛn + ET1Φun)(Φun)−1 uˆi = pi , (4.60)
wobei nun die Skalierungskoordinate am Innenrand frei zu ξi=1 gewählt ist. Das
LGS kann wieder äquivalent auch in Abhängigkeit der resultierenden Matrizen der
Schurzerlegung dargestellt werden, wenn der linke obere Block S11 der Schurmatrix nun
die Eigenwerte des negativen Teiles des Eigenwertspektrums enthält. Dann ist wieder
keine Blockdiagonalisierung der Schurmatrix S mittels Lösung einer Sylvester-Gleichung
notwendig:
− (E0Vv,n1 + ET1Vu,n1 )(Vu,n1 )T uˆi = pi . (4.61)
Sind die Randverschiebungen uˆi, uˆa letztendlich bekannt, können unter Verwendung der
Verschiebungslösung (4.42, 4.40 oder 4.51) des SBFEM-DGLS, oder direkt aus dem resul-
tierenden Zusammenhang (4.56) die modalen Wichtungsfaktoren c bzw. cp, cn bestimmt
werden.
Eine deformationsmodusbasierte Form des LGS für die Erfüllung der Randbedingungen ergibt
sich ausgehend vom LGS (4.54) bzw. (4.55) unter Beachtung, dass diese für beliebige virtuelle
Verrückungen am Innen- und Außenrand gelten müssen (vgl. Gl. (4.19)) und die Lösung der
virtuellen Verrückungen eine praktisch identische Form wie die der Verschiebungen hat:[
δuˆa
δuˆi
]
=
[
δuˆ(ξa)
δuˆ(ξi)
]
=
[
Φup ξ
Λp
a Φ
u
n ξ
Λn
a
Φup ξ
Λp
i Φ
u
n ξ
Λn
i
] [
δcp
δcn
]
. (4.62)
Dann folgt nach Substitution
[
δcp
δcn
]T [
Φup ξ
Λp
a Φ
u
n ξ
Λn
a
Φup ξ
Λp
i Φ
u
n ξ
Λn
i
]T([
Φqp ξ
Λp+I
a Φ
q
n ξ
Λn+I
a
−Φqp ξΛp+Ii −Φqn ξΛn+Ii
] [
cp
cn
]
−
[
pa
pi
])
= 0 . (4.63)
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Nach Ausmultiplizieren sowie unter Verwendung der modalen Steiﬁgkeitsmatrix KcB, des
modalen Lastvektors pcB und der realen sowie virtuellen Wichtungsfaktoren c, δc ergibt sich
weiterhin:[
δcp
δcn
]T [
ξ
Λp
a Φ
uT
p Φ
q
pξ
Λp+I
a − ξΛpi ΦuTp ΦqpξΛp+Ii ξΛpa ΦuTp ΦqnξΛn+Ia − ξΛpi ΦuTp ΦqnξΛn+Ii
ξΛna Φ
uT
n Φ
q
pξ
Λp+I
a − ξΛni ΦuTn ΦqpξΛp+Ii ξΛna ΦuTn ΦqnξΛn+Ia − ξΛni ΦuTn ΦqnξΛn+Ii
] [
cp
cn
]
=
[
δcp
δcn
]T [
ξ
Λp
a Φ
uT
p pa − ξΛpi ΦuTp pi
ξΛna Φ
uT
n pa − ξΛni ΦuTn pi
]
−→ δcTKcBc = δcTpcB . (4.64)
Wie die Steiﬁgkeitsmatrix in der klassischen Finite-Elemente-Methode muss auch die modale
Randsteiﬁgkeitsmatrix der SBFEM symmetrisch sein.18 Daraus folgt für die Diagonalblöcke
ΦuTp Φ
q
p = Φ
qT
p Φ
u
p , (4.65)
ΦuTn Φ
q
n = Φ
qT
n Φ
u
n . (4.66)
Für die querdiagonalen Blöcke bedeutet die Symmetrieforderung
ξΛpa Φ
uT
p Φ
q
nξ
Λn+I
a − ξΛpi ΦuTp ΦqnξΛn+Ii =
(
ξΛna Φ
uT
n Φ
q
pξ
Λp+I
a − ξΛni ΦuTn ΦqpξΛp+Ii
)T
(4.67)
und nachdem alle Terme je eines Randes auf eine Seite gebracht sind, ergibt sich durch
Ausklammern:
ξa
(
ξΛpa Φ
uT
p Φ
q
nξ
Λn
a − ξΛpa ΦqTp ΦunξΛna
)
= ξi
(
ξ
Λp
i Φ
uT
p Φ
q
nξ
Λn
i − ξΛpi ΦqTp ΦunξΛni
)
ξaξ
Λp
a
(
ΦuTp Φ
q
n −ΦqTp Φun
)
ξΛna = ξiξ
Λp
i
(
ΦuTp Φ
q
n −ΦqTp Φun
)
ξΛni , (4.68)
was schließlich erfüllt ist, wenn ΦuTp Φ
q
n = Φ
qT
p Φ
u
n gilt. Allerdings ist zu beachten, dass dieser
Zusammenhang nicht für die jeweiligen Diagonaleinträge der Matrixprodukte gelten muss, da
die Diagonalen der zu vergleichenden Matrixblöcke ohnehin schon identisch null sind: Wird
jeweils nur die Diagonale von ΦuTp Φ
q
n bzw. Φ
uT
n Φ
q
p betrachtet, enthält die Matrixmultiplikation
jeweils nur noch Diagonalmatrizen und ist somit kommutativ. Mit Λp +Λn + I = 0 ist dann
auch ξΛpξΛnξ = I, sodass dann sowohl rechts als auch links vom Gleichheitszeichen in
Gleichung (4.67) Nullmatrizen stehen. Bei genauerer Betrachtung ist diese Schlussfolgerung
auf die Blockdiagonalen, die sich jeweils aus Blöcken gleicher Eigenwerte zusammensetzen,
erweiterbar. An dieser Stelle sei ein bdiag()-Operator eingeführt, der diese Blockdiagonale
bestehend aus k × k-Blöcken k gleicher Eigenwerte λ extrahiere. Der oben angegebene
Zusammenhang gilt also nur für die nicht der Blockdiagonalen angehörigen Elemente und
muss eigentlich lauten:
− bdiag(ΦuTp Φqn) +ΦuTp Φqn = ΦqTp Φun − bdiag(ΦqTp Φun) . (4.69)
18 Dies ist in der modalen Formulierung gut sichtbar ähnlich der Forderung des Satzes von Betti (2.58),
wonach eine statisch zulässige Kraftgruppe bzw. ein Lastmodus qˆj(ξ) = φ
q
j ξ
λj+1cj an einem kinematisch
zulässigen Verschiebungsfeld bzw. einem Deformationsmodus uˆi(ξ) = φ
u
i ξ
λici die gleiche Arbeit verrichtet,
wie ein Lastmodus qˆi(ξ) = φ
q
i ξ
λi+1ci an einem Deformationsmodus uˆj(ξ) = φ
u
j ξ
λjcj[
uˆTi (ξ) qˆj(ξ)
]ξa
ξi
=
[
ciξ
λiφuTi φ
q
j ξ
λj+1cj
]ξa
ξi
=
[
cjξ
λjφuTj φ
q
i ξ
λi+1ci
]ξa
ξi
=
[
uˆTj (ξ) qˆi(ξ)
]ξa
ξi
.
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Eine interessante Schlussfolgerung daraus ist, dass der Satz von Betti schon über jedem
beliebig skalierten virtuellen Rand für beliebige Kombinationen der Deformations- und
Lastmoden erfüllt ist – mit Ausnahme der Kombination von durch die Symmetrie des
Spektrums einander unmittelbar zugeordneten Moden: Für diese Kombinationen ist der Satz
von Betti stets erst bei Betrachtung des vollständigen Gebiets, also von Innen- und Außenrand,
erfüllt. Damit erscheint es naheliegend, dass diese Modeninteraktionen eine wesentliche
Rolle beim Energieaustausch zwischen den Rändern spielen. Dieser Zusammenhang wird in
Kapitel 6 wieder Gegenstand sein, wo die asymptotischen Lösungen von Randwertproblemen
mit zwei diskretisierten Rändern bestimmt und daraus semi-analytische Funktionen für
Energiefreisetzungsraten abgeleitet werden.
4.1.4 Berücksichtigung von Eigendehnungen
Sind Oberﬂächenlasten auf den nicht diskretisierten Rändern ΓR, Volumenlasten oder Ei-
gendehnungen zu berücksichtigen, gehen diese natürlich nicht nur in das SBFEM-LGS zur
Erfüllung der Randbedingungen an den diskretisierten Rändern ein, sondern in erster Linie
in das SBFEM-DGLS, das dann ein inhomogenes wird. Dies sei im Folgenden am Beispiel
simpler homogener Temperaturdehnungen gezeigt.
Temperaturdehnungen aufgrund einer Temperaturänderung ∆T gehen bereits in die konsti-
tutiven Beziehungen ein (vgl. Gl.(2.32)):
ε = εm + εT = S σ +αT∆T . (4.70)
Dies führt auf folgende Form der inneren virtuellen Arbeit δW i in Tensornotation:
δW i =
∫
V
σ(εm) : δε dV =
∫
V
ε : C : δε dV −
∫
V
εT : C : δε dV︸ ︷︷ ︸
δW iT
. (4.71)
Die innere virtuelle Arbeit der Temperaturdehnungen δW iT schreibt sich in Voigt-Notation
und transformiert in das skalierte Rand-KOS zu
δW iT =
∫
V
(δε)TC εT dV
=
∫
V
(
(δuˆ′(ξ))TBTξ + (δuˆ(ξ))
T1
ξ
BTξ
)
CαT∆T det(Jη)ξ
2dξdη1dη2 . (4.72)
Ist die Temperaturänderung ∆T unhängig von der Skalierungskoordinate ξ,19 führt die
partielle Integration in ξ und die Integration über die Randkoordinaten η1, η2 mit
pTξ =
∫
η1
∫
η2
BTξCαT∆T det(Jη) dη1dη2 und (4.73)
pTη =
∫
η1
∫
η2
BTηCαT∆T det(Jη) dη1dη2 (4.74)
19 wie beispielsweise im simplen Fall eines homogenen Temperaturabfalls, wie er typischerweise im Produk-
tionsprozess von faserverstärkten Kunststoﬀ- oder Keramik-Laminaten auftritt, wenn sie bei höheren
Temperaturen gefertigt als eingesetzt werden
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auf die erweiterten SBFEM-Gleichungen:
E0 ξ
2uˆ′′(ξ) +
[
2E0−E1+ET1
]
ξuˆ′(ξ) +
[
ET1 −E2
]
uˆ(ξ) + ξ(pTη − 2pTξ) = 0 , (4.75)[
ξ2a E0 uˆ
′(ξa) + ξaET1 uˆ(ξa)− ξ2a pTξ − pa
−ξ2i E0 uˆ′(ξi) − ξiET1 uˆ(ξi) + ξ2i pTξ − pi
]
= 0 . (4.76)
Die gegenüber den Gleichungen (4.21, 4.20) neuen Terme sind durch Rahmung gekennzeich-
net.
Eine Partikulärlösung für das inhomogene DGLS (4.75) kann durch einen Ansatz vom Typ
der rechten Seite mit
uˆT(ξ) = φTξ (4.77)
gefunden werden. Einsetzen des Ansatzes in das DGLS führt auf ein LGS zur Bestimmung
von φT: (
2E0 + 2E
T
1 − E1 − E2
)
φT = 2pTξ − pTη . (4.78)
Dann sind die Verschiebungslösung entlang der Skalierungsstrahlen sowie ihre Ableitungen
gegeben durch
uˆ(ξ) = Φu ξΛc+ φTξ , (4.79)
uˆ′(ξ) = ΦuΛ ξΛ−Ic+ φT . (4.80)
Ihr Einsetzen in das LGS (4.76) zur Erfüllung der Randbedingungen an den diskretisierten
Rändern führt auf[
E0
(
ΦuΛ ξΛ+Ia c+ φTξ
2
a
)
+ ET1
(
Φu ξΛ+Ia c+ φTξ
2
a
)
−E0
(
ΦuΛ ξΛ+Ii c+ φTξ
2
i
)− ET1 (Φu ξΛ+Ii c+ φTξ2i )
]
=
[
pa + ξ
2
a pTξ
pi − ξ2i pTξ
]
(4.81)
und unter Verschiebung aller temperaturänderungsbedingter und damit von der Partikulärlö-
sung abhängiger Terme auf die rechte Seite zu:[ (
E0Φ
uΛ+ ET1Φ
u
)
ξΛ+Ia
−(E0ΦuΛ+ ET1Φu)ξΛ+Ii
]
c =
[
pa + ξ
2
a pTξ − (E0 + ET1 )φTξ2a
pi − ξ2i pTξ + (E0 + ET1 )φTξ2i
]
. (4.82)
Für eine rein verschiebungsbasierte Formulierung sind hier wieder die Wichtungsfaktoren zu
ersetzen
KuB
[
uˆa − φTξa
uˆi − φTξi
]
=
[
pa + ξ
2
a pTξ − (E0 + ET1 )φTξ2a
pi − ξ2i pTξ + (E0 + ET1 )φTξ2i
]
(4.83)
und wiederum alle temperaturabhängigen Terme auf die rechte Seite zu bringen, sodass links-
seitig wieder nur die Steiﬁgkeitsmatrix KuB und der Randverschiebungsvektor uˆB bleiben:
KuBuˆB =
[
pa + ξ
2
a pTξ
pi − ξ2i pTξ
]
+
(
KuB +
[−ξ2aE0 − ξ2aET1
ξ2i E0 + ξ
2
i E
T
1
])[
φTξa
φTξi
]
. (4.84)
Für den Fall eines abgeschlossenen Gebietes mit Außenrand bei ξa=1 und Innenrand ξi=0
gelten die gleichen Schlussfolgerungen wie für das eigendehnungsfreie Problem und das LGS
vereinfacht sich wieder wesentlich zu(
E0Φ
u
pΛp
(
Φup
)−1
+ ET1
)
uˆa = pa + pTξ + E0
(
ΦupΛp(Φ
u
p)
−1 − I
)
φT bzw. (4.85)
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DEL
Abbildung 4.5: Laminatstruktur aus endlosfaserverstärktem Verbundwerkstoﬀ mit rissähnlichen
Defekten (Zwischenfaserrisse und Delamination) nach Erstschädigung. Defektinteraktionspunkte
mit zu erwartenden 3D-Spannungssingularitäten sind durch rote Punkte gekennzeichnet.
(
E0V
v,p
1 (V
u,p
1 )
T + ET1
)
uˆa = pa + pTξ + E0
(
V
v,p
1
(
V
u,p
1
)T − I)φT . (4.86)
Ähnlich gilt für unbeschränkte Gebiete mit ξa →∞ und einem Innenrand bei ξi=1:
−
(
E0Φ
u
nΛn
(
Φun
)−1
+ ET1
)
uˆi = pi − pTξ − E0
(
ΦunΛn(Φ
u
n)
−1 − I
)
φT bzw. (4.87)
−
(
E0V
v,n
1 (V
u,n
1 )
T + ET1
)
uˆi = pi − pTξ − E0
(
V
v,n
1
(
V
u,n
1
)T − I)φT . (4.88)
4.2 Analyse von Defektinteraktionen in faserverstärkten
Verbund-Laminaten
Faserverbundlaminate weisen eine hoch komplexe Versagensevolution auf. Die Erstschädi-
gung (engl.: ﬁrst-ply-failure) erfolgt typischerweise durch Rissbildung in der meist deutlich
schwächeren Matrix, während die hochfesten Fasern, und durch Lastumlagerung auch das
Gesamtlaminat, weiter tragen. In der Folge interagieren eine Reihe lokaler Defekte und
Versagensmechanismen, sodass eine detaillierte strukturmechanische Beschreibung auch nach
Jahrzehnten der Forschung eine Herausforderung darstellt.
In zahlreichen Arbeiten wurden in ihrem Wesen zweidimensionale Untersuchungen von
Spannungskonzentratoren in Faserverbundlaminaten durchgeführt: beispielsweise an riss-
ähnlichen Defekten und Laminaträndern (vgl. z. B. die Arbeiten von Ting u. Hoang (1984),
Im (1990), Leguillon u. Martin (2012) sowie die Übersichtsartikel von Berthelot (2003),
Mittelstedt u. Becker (2007)). Gegenstand der aktuellen Untersuchungen sei eine detaillierte
dreidimensionale Analyse der Interaktion solcher Spannungskonzentratoren. Im Speziellen
seien Struktursituationen betrachtet, in denen rissähnliche Defekte untereinander oder mit
einem freien Laminatrand interagieren (siehe Abb. 4.5). Dabei liege der Schwerpunkt darauf,
diese strukturmechanisch sehr komplexen dreidimensionalen Interaktionen einem tieferen
Verständnis zugänglich zu machen: Dies soll zum einen durch Bestimmung der asymptotischen
Nahfelder solcher Struktursituationen erfolgen. Zum anderen sollen einige beispielhafte Un-
tersuchungen einfacher, aber praxisrelavanter, quasi-isotroper Laminate nach Erstschädigung
für verschiedene Randbedingungen durchgeführt werden.
Bezüglich rissähnlicher Defekte in Faserverbundlaminaten ist zunächst zwischen
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• inter laminaren Rissen, also Rissen zwischen den Laminatlagen, die auch Delaminationen
(DEL) genannt werden, und
• intralaminaren Rissen, d. h. Rissen innerhalb der Laminatlagen, die typischerweise
Matrixrisse zwischen den Fasern darstellen und daher auch Zwischenfaserrisse (ZFR)
genannt werden,
zu unterscheiden.
ZFR sind i. A. weniger kritisch, da ihr Wachstum von den hochfesten Fasern der Nachbarlagen
gestoppt wird, sodass sich mit zunehmender Laststeigerung zunächst weitere ZFR in der
überbelasteten Laminatlage bilden. Dieser Mechanismus führt zunächst lediglich zu einer
Steiﬁgkeitsreduktion des Laminats.20 Der Winkel zwischen einem ZFR und der benachbar-
ten Grenzﬂäche zwischen den Lagen beträgt für Zug- und Schubbeanspruchungen in der
Laminatebene β ≈ 90◦ (Abb. 4.6), kann aber je nach Anteil der Druckbeanspruchung in der
Laminatebene der betreﬀenden Schicht auf bis zu β ≈ 35◦ absinken (vergleiche hierzu z. B. die
Arbeit von Puck u. Schürmann (2002) und die darin referenzierte Literatur). Solche schrägen
ZFR sind aus praktischer Sicht von besonderer Kritikalität, da sie zu einer Umlenkung des
Kraftﬂusses in die vergleichsweise niedrigfeste Vertikale des Laminats führen und so meist
ein unmittelbares „Aufsprengen“ des Laminats (schlagartige Delamination) und damit das
vollständige Versagen zur Folge haben (siehe z. B. Puck (1996) und Schürmann (2007)).
Delaminationen können beispielsweise infolge einer Schlagbelastung oder infolge des Lamina-
trandeﬀektes auftreten. Sie sind aber auch eine typische Folgeversagensform, die von bereits
gebildeten Zwischenfaserrissen ausgehen kann (Puck, 1996, Kap. 2).21 Ihr Wachstum ist zwar
als weitgehend verschiebungsgesteuerter Vorgang in gewissen Grenzen stabil, wird aber anders
als die Zwischenfaserrisse nicht von inneren Barrieren (den Fasern) gestoppt und kann so
letztendlich auch selbst zum vollständigen Laminatversagen führen.
Wie zu großen Teilen bereits in Kapitel 3.1.3 zum Stand der Forschung aufgeführt, war die
Untersuchung der Interaktion von Spannungskonzentratoren in Faserverbundlaminaten auch
schon Bestandteil anderer Arbeiten: Somaratna u. Ting (1986) untersuchten einen senkrecht
auf der Grenzﬂäche stehenden, senkrecht auf einen freien Laminatrand treﬀenden ZFR (Rand-
ZFR, vgl. auch Abb. 4.8) in einem [0◦/90◦]-Kohlenstoﬀfaser-Kunststoﬀ-Verbund-Laminat
(T300/Epoxid) mittels einer FEM-Eigenanalyse-Methode. Die gefundenen Spannungssingula-
ritätsexponenten konnten mehrfach bestätigt werden (z. B. Ghahremani (1991), Hell u. Becker
(2013)). Somaratna und Ting sowie auch Ghahremani untersuchten weitere Laminatlagen-
aufbauten, passten jedoch nicht die Rissgeometrie entsprechend an. Dadurch betrachteten
sie überwiegend Situationen mit durchtrennten Fasern, die aber aufgrund der hohen Faser-
festigkeit so kaum auftreten. Leguillon u. Sanchez-Palencia (1999) untersuchten die gleiche
Struktursituation für [±θ]-Laminate und passten dabei die Rissgeometrie so an, dass sie
tatsächlich die Spannungssingularitätsexponenten für die Interaktion von Laminatrand und
ZFR erhielten. Leider gaben sie keine Materialwerte an, sodass ihre Ergebnisse nicht repro-
duzierbar sind. Mittelstedt u. Becker (2006) betrachteten den Laminateckeneﬀekt, welcher
ebenfalls als Defektinteraktion, nämlich die zweier Laminatränder, angesehen werden kann.
Schließlich untersuchte Mayland (2012) die Spannungssingularitätsexponenten von senkrecht
20 Eine eingehende analytische Untersuchung hierzu stammt von Hashin (1985, 1986), der eine spannungs-
basierte Variationsformulierung nutzte, um diesen Eﬀekt für einfache Lagenaufbauten und Lastfälle
nachzubilden. Nairn u. Hu (1992a) erweiterten die Formulierung für einige weitere Laminatlagenaufbauten.
21 Eine auf der Variationsformulierung von Hashin (1985) aufbauende analytische Untersuchung hierzu ist
den Arbeiten von Nairn u. Hu (1992b) zu entnehmen.
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auf einen freien Laminatrand treﬀenden Delaminationen ebenfalls in einem T300/Epoxid-
Verbund-Laminat für verschiedene Lagenaufbauten. Die allgemeinen Versagensmechanismen
an dreidimensionalen Defektinteraktionen wurden auch ohne speziellen Fokus auf die asym-
ptotischen Nahfelder betrachtet. Diese Analysen verwenden häuﬁg schädigungsmechanische
Ansätze wie in ein FE-Modell eingebettete Kohäsivzonenelemente (z. B. Hallett et al. (2008),
van der Meer et al. (2011)) und scheinen experimentelle Ergebnisse gut wiedergeben zu
können. Allerdings erlauben diese schädigungsmechanischen Ansätze kaum Einsicht in die
Versagensevolution aus dem Blickwinkel der klassischen Bruchmechanik und sind daher nicht
weiter Gegenstand der aktuellen Untersuchungen. Die numerischen und experimentellen
Ergebnisse dieser Arbeiten weisen aber sehr wohl auf die Relevanz von dreidimensionalen
Spannungssingularitäten für die Versagensevolution der untersuchten Gesamtlaminate hin.
So beinhalten sie beispielsweise eine Versagensreinitiierung (Delamination) ausgehend von
der Stelle, wo ein in der Laminatlagengrenzﬂäche zunächst gestoppter ZFR auf den freien
Laminatrand triﬀt (Hallett et al., 2008).
Die aufgeführte Literatur mit Untersuchungen zu Faser-Kunststoﬀ-Verbund-Laminaten (FKV-
Laminaten) behandelt ausschließlich kohlenstoﬀfaserverstärkte Kunststoﬀe (CFK) – glas-
faserverstärkte Kunststoﬀe (GFK) sind für die Praxis aber ebenso relevant. Daher werden
auch Querverweise zu den weniger stark anisotropen GFK-Laminaten gezogen, wenn sich
ihre Ergebnisse von denen der CFK-Laminate unterscheiden – insbesondere dann, wenn sie
von höherer Kritikalität sind. Die dabei verwendeten Materialdaten eines typischen GFK-
sowie CFK-Verbundes (T800/Epoxid) sind Tabelle A.1 zu entnehmen. Weiterhin sollen neben
den sonst häuﬁg ausschließlich betrachteten Spannungssingularitätsexponenten auch die
Deformationsmoden graﬁsch aufbereitet dargestellt werden. Schließlich sind in nur wenigen
bisherigen Arbeiten die vollständigen Randwertprobleme zur Bestimmung der generalisierten
Spannungsintensitätsfaktoren (2.76) bzw. der äquivalenten modalen Wichtungsfaktoren cp
(des positiven Anteils des Eigenwertspektrums) gelöst worden. Lediglich zwei Anwendungsfälle
für dreidimensionale Spannungssingularitäten in FKV-Laminaten sind dem Autor bekannt:
Mittels eines Zwei-Zustands-M-Integrals, angewendet auf eine FE-Lösung, bestimmten Lee
et al. (2006) den modalen Wichtungsfaktor für den Fall des senkrecht auf der Grenzﬂäche
stehenden und gleichzeitig senkrecht auf einen freien Laminatrand treﬀenden ZFR (Rand-
ZFR) in einer einfachen geometrischen Konﬁguration unter uniaxialem Zug (senkrecht zur
ZFR-Ebene). Die genauen Abmessungen ihres betrachteten Halbmodells (mit Symmetriebe-
dingung in der ZFR-Ebene) geben sie nicht an – in der gegebenen Darstellung ist es lediglich
als würfelförmig zu erahnen. Ein weiterer Anwendungsfall, ebenfalls für eine würfelförmige
Geometrie, stammt von Hell u. Becker (2015c) und beinhaltet die modalen Wichtungsfaktoren
aller sechs Deformationsmoden mit singulären Spannungen für die Struktursituation zweier
aufeinander treﬀender ZFR (ZFR-ZFR) bei einem homogenen Temperaturabfall. Dazu wurde
die im vorangehenden Teilkapitel vorgestellte SBFEM-Formulierung im Zusammenhang mit
einer vollständigen Eigenwertzerlegung verwendet. Die so berechneten Verschiebungen wurden
mittels eines im kommerziellen FEM-Programmpaket Abaqus R© umgesetzten, fein vernetzten
Standard-FE-Modells veriﬁziert (> 1Mio.DOF).
4.2.1 Asymptotische Nahfelder der zweidimensionalen Struktursituationen –
Zwischenfaserrisse
Bevor die dreidimensionalen Spannungssingularitäten, die aus der Interaktion der Liniensingu-
laritäten hervorgehen, untersucht werden, soll das Augenmerk zunächst auf die asymptotischen
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Abbildung 4.6: Schematische Darstellung der Einbettung der quasi-zweidimensionalen Situation
mit zugrundeliegenden Annahmen des GEVZ (Kap. 2.1.1) in die dreidimensionale Struktursi-
tuation des Zwischenfaserrisses, der auf eine Grenzﬂäche im Faserverbundlaminat triﬀt.
Tabelle 4.1: Deformationsmoden ZFR-I, -II,III eines senkrecht auf eine Grenzﬂäche treﬀenden
Zwischenfaserrisses in einem [90◦/0◦]-T800/Epoxid-Verbundlaminat (ϕ=90◦).
ZFR-I ZFR-II ZFR-III
z, w
y, v
0◦-Lage
90◦-Lage
z, w
y, v
x, u
z, w
y, v
eben, symmetrisch eben, antimetrisch nicht-eben
u = 0 u = 0 u(y, z) = −u(−y, z)
v(y, z) = −v(−y, z) v(y, z) = v(−y, z) v = 0
w(y, z) = w(−y, z) w(y, z) = −w(−y, z) w = 0
λZFR-I =0,650 λZFR-II =0,517 λZFR-III =0,468
(1− λZFR-I =0,350) (1− λZFR-II =0,483) (1− λZFR-III =0,532)
Nahfelder einiger dieser Liniensingularitäten gelegt werden (vgl. Abb. 4.5). Im Besonderen
wird im Folgenden die Situation des ZFRs unter diversen Neigungswinkeln β (Winkel zwi-
schen ZFR und Grenzﬂäche) sowie Faserorientierungen θ2 der benachbarten Laminatlage
betrachtet (vgl. Abb. 4.6). Die Delamination ist hier als Spezialfall (β=0◦) mit enthalten.
Dabei wird ein GEVZ, d. h. die Verschiebungen als allein abhängig von den Koordinaten der
y,z- bzw. R,ϕ-Ebene im Laminatinneren, zugrundegelegt (Kap. 2.1.1).
Tabelle 4.1 zeigt exemplarisch anhand eines kreisförmigen (bzw. zylindrischen) Gebiets mit
28 linearen Elementen in Umfangsrichtung (in Skalierungsrichtung ist die Betrachtung ana-
lytisch) die drei Deformationsmoden mit singulären Spannungen für den Sonderfall eines
senkrecht auf die Grenzﬂäche treﬀenden ZFR. Es sind die Materialdaten eines T800/Epoxid-
Kohlenstoﬀfaser-Kunststoﬀ-Verbunds zugrundegelegt (Tab.A.1). Dabei steht die Faserorien-
tierung der unteren Lage (horizontal, θ1=90◦) senkrecht auf der Faserorientierung der oberen
(parallel zu Rissfront, schaut also aus der R,ϕ-Ebene heraus, θ2=0◦). Die Bezeichnung der
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Abbildung 4.7: Realteile der Spannungssingularitätsexponenten Re(1−λ) der Struktursituation
eines Zwischenfaserrisses, der mit Neigungswinkel β auf die Grenzﬂäche zwischen zwei unter-
schiedlich orientierten Lagen in einem T800/Epoxid-Verbundlaminat triﬀt.
Deformationsmoden erfolgt hier angelehnt an jene der klassischen Rissmoden: Deformations-
modus ZFR-I mit auskonvergiertem Abklingexponent λI ≈ 0,650 (d. h. Singularitätsexponent
(1−λ) ≈ 0,350) enthält rein symmetrische, ebene Verschiebungen, Deformationsmodus
ZFR-II mit Abklingexponent λII ≈ 0,517 (d. h. Singularitätsexponent (1−λ) ≈ 0,483) rein
antimetrische, ebene Verschiebungen, und Deformationsmodus ZFR-III mit Abklingexponent
λIII ≈ 0,468 (d. h. Singularitätsexponent (1−λ) ≈ 0,532) rein nichtebene Verschiebungen. Die
Spannungssingularitäten der Deformationsmoden I und II sind also schwächer als die klassi-
sche Rissspitzensingularität (λ=0,5) und daher als schwach singulär einzuordnen (Kap. 2.2.3,
Gl. (2.112)). Die durch Deformationsmodus III hervorgerufene Spannungssingularität ist
jedoch mit λIII > 0,5 sogar stark singulär und damit als besonders kritisch einzuschätzen.
Für andere strukturelle Konﬁgurationen ist der dargestellte Bezug der Deformationsmo-
den zu den klassischen Rissmoden i.A. nicht gegeben, sondern es treten typischerweise
Kopplungen auf. Eine Variation des Faserwinkels θ2 führt zu einer Kopplung von symmetri-
schen Deformationen mit solchen, die aus der R,ϕ-Ebene heraus zeigen. Eine Variation des
Rissneigungswinkels β führt schließlich auch zu einer Kopplung mit antimetrischen Deforma-
tionen. In Abb. 4.7 sind die Realteile der Spannungssingularitätsexponenten Re(1−λ) für
eine solche Variation des Rissneigungswinkels β ∈ [0◦, 90◦] dargestellt.22 Der linke Teil des
Diagramms enthält die Ergebnisse für eine Faserorientierung θ1=90◦ der unteren Lage und
der rechte Teil für eine Faserorientierung θ1=45◦. Dabei ist zu beachten, dass die beiden
22 Der Winkelbereich β ∈ [0◦, 90◦] ist bereits repräsentativ, d. h. für die Abklingexponenten λ für Winkel
β > 90◦ gilt
λ(β− 90◦) = λ(90◦−β) für β ∈ [0◦, 180◦]
sowie
λ(θ2) = λ(−θ2) für θ2 ∈ [−90◦, 90◦] .
Dies liegt darin begründet, dass die GEVZ-Lösung unabhängig von der x-Koordinate und damit auch
unabhängig von der Orientierung der x-Achse gelten muss. Anschaulich gesprochen bedeutet dies, dass es
egal sein muss, von welcher Seite der Riss (beispielsweise in Abb. 4.6) betrachtet wird.
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Deformationsmoden mit schwach singulären Spannungen vergleichsweise wenig mit θ1 variie-
ren. Der dritte Deformationsmodus führt über weite Bereiche des Rissneigungswinkels β zu
stark singulären Spannungen, mit einem Maximum des Spannungssingularitätsexponenten
(1−λ) ≈ 0,592 (d. h. Abklingexponent λ ≈ 0,408) bei einem Rissneigungswinkel β=90◦ und
einer Faserorientierung θ1 ≈ 65◦.
Für sehr ﬂache Neigungswinkel tendiert die Lösung gegen diejenige des Delaminationsrisses
mit Re(1−λ)= 0,5, dem auch komplex konjugierte Deformationsmoden und zugehörige
Singularitätsexponenten zuzuordnen sind. Für einen Faserwinkel θ1=90◦ vereinigen sich die
beiden Deformationsmoden mit schwach singulären Spannungen beispielsweise ab etwa einem
Rissneigungswinkel β < 20◦ zu einem komplex konjugierten.
Für einen GFK- statt CFK-Verbund (Materialdaten Tab. A.1) stellt sich die Variation der
Spannungssingularitätsexponenten in Abhängigkeit des Rissneigungswinkels β sehr ähnlich
dar. Generell sind die schwachen Spannungssingularitäten bei GFK etwas kritischer, die
starke ist aber weniger kritisch.
4.2.2 Asymptotische Nahfelder der dreidimensionalen Struktursituationen
Die folgenden Ergebnisse sind im Rahmen des DFG-Projektes BE 1090/35-1 „Analyse von Riss-
Interaktionen in Laminaten mittels der skalierten Rand-Finite-Elemente-Methode“ entstanden
und wurden in Teilen bereits publiziert (Hell u. Becker, 2014, 2015a,b,c). Zum Teil entstammen
sie auch der im Rahmen dieses Projektes am Fachgebiet entstandenen Masterthesis von Brod
(2015). Ergebnisse, auf die das zutriﬀt, sind entsprechend gekennzeichnet. In den genannten
Arbeiten wurden zu Referenzzwecken stets zunächst die isotropen Strukturkonﬁgurationen
betrachtet, bevor die strukturmechanisch merklich komplexeren Situationen in GFK- und
CFK-Laminaten (Anisotropie, Materialgrenzﬂächen) untersucht wurden.
In den isotropen Fällen konnten die in Anwesenheit von Rissen für die Konvergenz der SBFEM
erheblich eﬃzienteren Viertelpunktelemente eingesetzt werden (vgl. auch Kap. 3.1). Mit diesem
unabhängig von Lee u. Im (2003) verwendeten Ansatz ließ sich der numerische Aufwand der
Parameterstudien von Brod (2015) bei isotropen Werkstoﬀen entscheidend verringern. Eine
allgemeiner anwendbare Möglichkeit zur Steigerung der numerischen Eﬃzienz der SBFEM in
Gegenwart von Liniensingularitäten ist die Anreicherung der Verschiebungsansätze, die in
Kapitel 5 ausführlich dargestellt werden wird.
Die Untersuchung der Interaktion zweier sich treﬀender Risse (ZFR oder DEL) in einem
T800/Epoxid-Kohlenstoﬀfaserverbund-Laminat stellt den wesentlichen Teil der in diesem
Kapitel vorgestellten Ergebnisse dar. Neben senkrecht auf der Grenzﬂäche stehenden ZFR
werden auch geneigte ZFR betrachtet. Dabei werden stets verschiedene Laminatlagenaufbau-
ten und Winkel zwischen den auftretenden Singularitätslinien untersucht. Die resultierenden
dreidimensionalen asymptotischen Nahfelder werden auszugsweise vorgestellt und mit den
zweidimensional entlang der Liniensingularitäten vorherrschenden verglichen. Dabei erfolgt
schon eine erste Einschätzung der Kritikalität der Deformationsmoden anhand der ihnen
zugehörigen Spannungssingularitätsexponenten. Eine umfassende Parameterstudie wurde im
Rahmen der Masterthesis von Brod (2015) durchgeführt. Die grundsätzlichen Schlussfolge-
rungen können aber bereits aus den hier präsentierten Ergebnissen gezogen werden und sind
ein wichtiger Gegenstand der folgenden Ausführungen.
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Abbildung 4.8: Illustration der untersuchten Defektinteraktionssituationen mit geometrischen Pa-
rametern: Winkel zwischen den Singularitätslinien α und Zwischenfaserriss-Neigungswinkel β. a)
Zwei sich treﬀende Zwischenfaserrisse (ZFR-ZFR) mit α= θ1− θ2. b) Auf Delamination treﬀen-
der Zwischenfaserriss (ZFR-DEL). c) Auf freien Rand treﬀender Zwischenfaserriss (Rand-ZFR)
mit α=90◦ + θ2. d) Auf freien Rand treﬀende Delamination (Rand-DEL).
Zunächst erfolgt die Untersuchung der Interaktion zweier gerader aufeinander treﬀender ZFR
in einem Faserverbundlaminat (ZFR-ZFR, Abb. 4.8a). Die drei wesentlichen Geometriepara-
meter dieser Struktursituation sind die jeweiligen Neigungen β1, β2 der beiden ZFR sowie
der Winkel α zwischen den Rissfronten bzw. Singularitätslinien, welcher automatisch auch
die relativen Faserorientierungen θ1, θ2 der beiden angrenzenden Laminatlagen zueinander
festlegt
θ1 − θ2 = α .
Durch Beachtung vorhandener Symmetrien kann die Anzahl der zu betrachtenden Fälle
reduziert werden:
• Für den Winkel zwischen den Rissfronten reicht es aus, einen Bereich 0◦ < α < 180◦ zu
betrachten, wobei dieser Bereich durch Begrenzungen, die aus der Forderung nach einer
angemessenen Diskretisierung des Gebietsrandes folgen, noch weiter reduziert wird:
10◦ < α < 170◦ . (4.89)
Beträgt einer der beiden Rissneigungswinkel β=90◦ kann der Bereich der zu betrach-
tenden Winkel sogar auf 10◦ < α < 90◦ reduziert werden.
• Für die Neigungswinkel sind wie bereits im vorangehenden Teilkapitel die Werte
0◦ < β1, β2 < 90◦ ausreichend, wobei dieser Bereich wiederum zugunsten der Qualität
der Randvernetzung weiter reduziert wird:
30◦ < β1, β2 < 90◦ . (4.90)
4.2 Analyse von Defektinteraktionen in faserverstärkten Verbund-Laminaten 111
(a) (b)
Abbildung 4.9: Illustration der asymptotischen Analyse der Defektinteraktionenssituationen mit-
tels der SBFEM unter Angabe von Beispielvernetzungen eines virtuellen Randes bei ξa=1:
a) ZFR-ZFR; b) Rand-ZFR.
Diese Reduktion der Testfälle ist auch aus physikalischer Sicht begründbar, da die
Neigungswinkel von ZFR, die aufgrund reiner Druckbeanspruchung der Laminatlage
entstanden sind, nicht unter β=35◦ fallen (Puck u. Schürmann, 2002).
Beträgt ein Rissneigungswinkel gerade β=0◦ liegt der Fall eines auf eine Delamination
treﬀenden ZFR vor (ZFR-DEL, Abb. 4.8b). Dann entkoppeln der Winkel zwischen den
Rissfronten α und die Faserorientierung θ der entsprechenden Laminatlage und letztere wird
zu einem zusätzlich variierbaren Parameter.
Schließlich werden Interaktionen von ZFR oder DEL mit einem freien Rand betrachtet
(Abb. 4.8 c, d). Der Winkel zwischen den Liniensingularitäten α beschreibt nun den Winkel
zwischen der Rissfront von ZFR oder DEL und der Laminatgrenzﬂächenlinie am freien
Laminatrand.
Zur asymptotischen Analyse der dreidimensionalen Verschiebungsfelder dieser Struktur-
situationen wird ein kugelförmiges Gebiet um den Defektinteraktionspunkt betrachtet
(vgl. Abb. 4.9). Das Skalierungszentrum (in der Abbildung durch einen roten Punkt an-
gedeutet) wird am Defektinteraktionspunkt selbst positioniert. Somit werden die unbelasteten
Rissﬂanken bzw. Laminatränder durch Skalierungsstrahlen abgebildet und stellen also Rän-
der vom Typ ΓR dar (vgl. Kap. 4.1.1). Der Innenrand Γi ist auf das Skalierungszentrum
zusammengezogen (ξi=0). Die kugelförmige Oberﬂäche des Gebiets ist dann der Außen-
rand Γa bei ξa=1 und wird dementsprechend als einziger mit Hilfe ﬂächiger Elemente mit
Lagrange-Ansatzfunktionen ähnlich der Darstellungen in Abb. 4.9 diskretisiert. Die Risse sind
durch Verwendung von Doppelknoten entlang der Rissﬂanken realisiert. Diese Doppelknoten
trennen die Freiheitsgrade der Elemente an einer Rissﬂanke von denen der anderen. Natürlich
ist jeder virtuelle Gebietsrand zwischen Gebietsaußenrand und Skalierungszentrum identisch
diskretisiert, was aber der übersichtlicheren Darstellung halber hier nicht abgebildet ist.
Insbesondere nahe der Rissfronten treten nach Aksentian (1967) (vgl. Kap. 3.1 zum Stand der
Forschung) auch die asymptotischen Nahfelder der lokalen 2D-Struktursituation und somit
auch singuläre Spannungen auf, wenn die entsprechenden Deformationsmoden angesprochen
werden. Als Reaktion darauf wird dort eine wesentliche Verfeinerung der Diskretisierung
implementiert.23 Dies ist letztendlich auch ein Grund, warum ein kugelförmiges anstatt
eines einfacher und eﬃzienter numerisch integrierbaren würfelförmigen Gebiets verwendet
wird: Es sind viele Freiheitsgrade notwendig, um die auftretenden Liniensingularitäten
23 Die singulären Nahfelder des Laminatrandeﬀektes sind vergleichsweise schwach. Deshalb ist dort eine
weniger starke Verfeinerung der Diskretisierung notwendig, um trotzdem die gewünschte Genauigkeit
zumindest der Spannungssingularitätsexponenten zu erhalten.
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Tabelle 4.2: Abklingexponenten und zugeordnete Deformationsmoden.
Abklingexponent zugeordnete Deformationsmoden
λ = 0 Starrkörperverschiebungen
0 < λ < 1
Deformationsmoden mit Spannungssingularitäten (Singularitäten in
Ableitungen 1. Ordnung)
λ = 1 Starrkörperrotationen, homogene Verzerrungen
1 < λ < 2 Deformationsmoden mit Singularitäten in Ableitungen 2. Ordnung)
λ = 2 Deformationsmoden aus Biegedeformationen, etc.
...
...
adäquat abzubilden, sodass der Integrationsaufwand gegenüber dem Lösungsaufwand für das
Eigenwertproblem eine untergeordnete Rolle spielt. Gleichzeitig ist die Kugelgeometrie optimal
bezüglich des Oberﬂächen-Volumen-Verhältnisses (dieses wird minimal), sodass weniger
Elemente und somit auch Knoten und Freiheitsgrade notwendig sind, um die Oberﬂäche zu
beschreiben.
Da im Rahmen der Analyse der asymptotischen Nahfelder vor allem diejenigen Deformati-
onsmoden von Interesse sind, die zu singulären Spannungen führen, d. h. diejenigen, deren
Abklingexponenten λ positiv und kleiner als 1 sind, war es hier hinreichend, einen partiellen
Eigenwertlöser zu verwenden.24
Deformationsmoden
Zur visuellen Darstellung der Deformationsmoden werden anstatt der sonst eingesetzten
Kugelform und gradierten Randvernetzung würfelförmige Gebiete und uniforme Randvernet-
zungen betrachtet. Die Veränderung hat keinen wesentlichen Einﬂuss auf die grundsätzliche
Form der Deformationsmoden, macht es jedoch beträchtlich einfacher, die teils sehr komplexen
dreidimensionalen Deformationen einzuordnen.25
Der ungerissene Voll-Würfel weist drei Deformationsmoden mit Abklingexponent λ=0 (Starr-
körperverschiebungen), neun Deformationsmoden mit λ=1 (drei Starrkörperrotationen, drei
homogene Dehnungen aufgrund von Zug-/Druckbeanspruchungen und drei homogene Schie-
bungen aufgrund von Schubbeanspruchungen), 15 Deformationsmoden mit λ=2 etc. auf
(vgl. auch Tab. 4.2). Die sechs Starrkörperdeformationen müssen für alle berechneten Fäl-
le erhalten bleiben. Für die wohlbekannte Einfach-Riss-Situation ergeben sich gegenüber
dem ungeschädigten Vollkörper typischerweise drei neue Deformationsmoden, deren Ab-
klingexponenten zwischen Null und Eins liegen 0 < λ < 1, sie also singuläre Spannungen
hervorrufen. Gleichzeitig verschwinden drei Deformationsmoden mit λ=1. Die untersuch-
ten Doppelrisssituationen führen hingegen typischerweise zu sechs Deformationsmoden, die
Spannungssingularitäten hervorrufen (0 < λ < 1). Es sei an dieser Stelle vorweggenommen,
dass davon bemerkenswerterweise immer mindestens ein Deformationsmodus auf Spannungen
mit stark singulärem Charakter führt 0 < λ < 0,5, die Doppelrisssituationen aus diesem
24 Konkret kam die Matlab-Funktion eigs() zum Einsatz, die ähnlich dem SHIRA-Algorithmus aus der
Arbeit von Apel et al. (2002b) auf einer iterativen Arnoldi-Methode basiert.
25 Die so berechneten Abklingexponenten respektive Singularitätsexponenten wären allerdings teils stark
beeinﬂusst, sodass die angegebenen Zahlenwerte einer feineren Diskretisierung und einer entsprechend
auskonvergierten Lösung entstammen.
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ZFR-ZFR
α=90◦, β1=β2=90◦, θ1 − θ2=90◦
co1 (1−λ)= 0,456 cs1 (1−λ)= 0,480 ct1 (1−λ)= 0,630
co2 (1−λ)= 0,162 cs2 (1−λ)= 0,480 ct2 (1−λ)= 0,356
ZFR , β=90◦ , θ1 − θ2=90◦
ZFR-I: (1−λ)= 0,350 ZFR-II: (1−λ)= 0,483 ZFR-III: (1−λ)= 0,532
Abbildung 4.10: Deformationsmoden uˆj(ξ) mit Spannungssingularitätsexponenten Re(1−λj) für
zwei aufeinander treﬀende Zwischenfaserrisse (ZFR-ZFR) in T800/Epoxid-Verbundlagen mit
Winkel α=90◦ (= θ1− θ2) zwischen den Rissfronten und ZFR-Neigungswinkeln β1=β2=90◦.
Zum Vergleich sind die Spannungssingularitätsexponenten der Liniensingularität eines einfachen
ZFR mit β=90◦ und θ1 − θ2=90◦ angegeben (ZFR-I, II, III; vgl. Kap. 4.2.1).
Blickwinkel also immer das Potential zu einer größeren Kritikalität als die entsprechende
2D-Situation haben.
Die Abbildungen 4.10 bis 4.13 zeigen beispielhaft die Deformationsmoden einiger Doppelriss-
situationen: drei ZFR-ZFR Interaktionen sowie zwei ZFR-DEL Interaktionen mit vertikalen
(β=90◦) sowie geneigten ZFR (β=40◦) und bis auf eine Ausnahme einem Winkel α=90◦
zwischen den Rissfronten. Die Erfahrung aus den ausführlichen Parameterstudien hat für
die betrachteten Struktursituationen gezeigt, dass die Form der Deformationsmoden ins-
besondere durch die Geometrie beinﬂusst wird. Der Materialeinﬂuss ist bei den mäßigen
Steiﬁgkeitskontrasten der berücksichtigten GFK- und CFK-Laminate vergleichsweise klein.
Einige der untersuchten Struktursituationen weisen besondere Symmetrien auf, die es ermög-
lichen, bei den klassischen Rissmoden (Abb. 2.5) ähnliche Deformationsmoden zu identiﬁzie-
ren.26 Dies sind jene Konﬁgurationen mit gleichzeitig rechten Winkeln α=90◦ zwischen den
Liniensingularitäten, β=90◦ zwischen den Rissen und Materialgrenzﬂächen sowie ebenfalls
θ1−θ2=90◦ zwischen den Faserorientierungen (Abb. 4.10 und 4.12). Entsprechend ist in diesen
26 Dabei ist zu berücksichtigen, dass die klassischen Rissmoden ebenfalls einer speziellen, symmetrischen
Strukturkonﬁguration entspringen – ebenso wie die Deformationsmoden der Einfach-ZFR-Situation mit
β=90◦ und θ1 − θ2=90◦ in Kapitel 4.2.1.
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ZFR-ZFR
α=135◦, β1=β2=90◦, θ1 − θ2=135◦
(4) (1−λ)= 0,701 (5) (1−λ)= 0,597 (6) (1−λ)= 0,385
(7) (1−λ)= 0,347 (8) (1−λ)= 0,342
ZFR , β=90◦ , θ1 − θ2=135◦
ZFR-a: (1−λ)= 0,507 ZFR-b: (1−λ)= 0,489 ZFR-c: (1−λ)= 0,350
ZFR-ZFR
α=90◦, β1=90◦, β2=40◦, θ1 − θ2=90◦
(4) (1−λ)= 0,619 (5) (1−λ)= 0,542 (6) (1−λ)= 0,502
(7) (1−λ)= 0,321 (8) (1−λ)= 0,316 (9) (1−λ)= 0,158
ZFR , β=40◦ , θ1 − θ2=90◦
ZFR40-a: (1−λ)= 0,522 ZFR40-b: (1−λ)= 0,482 ZFR40-c: (1−λ)= 0,305
Abbildung 4.11: Deformationsmoden uˆj(ξ) mit Spannungssingularitätsexponenten Re(1−λj) für
zwei aufeinander treﬀende Zwischenfaserrisse (ZFR-ZFR) in T800/Epoxid-Verbundlagen. Num-
merierung beginnt bei (4), da erste 3 Deformationsmoden im positiven Spektrum Λp Starr-
körpermoden (λ=0) darstellen. Zum Vergleich sind die Spannungssingularitätsexponenten der
entsprechenden Liniensingularität eines einfachen ZFR angegeben.
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Bildbeschriftungen die von Hell u. Becker (2014) eingeführte Benennung der Deformations-
moden verwendet: co1/co2 für die Rissöﬀnungsmoden (crack opening – Modus I), cs1/cs2 für
die Rissschermoden (crack shearing – Modus II) und ct1/ct2 für die Rissverwindungsmoden
(crack twisting – Modus III).27
Erwartungsgemäß gibt es für jeden Deformationsmodus des Einfach-Risses mit singulären
Spannungen zwei für den Doppelriss, da bei zwei Rissen nicht immer beide gleichzeitig
geöﬀnet sein müssen, sondern auch die Möglichkeit existieren muss, dass einer von beiden
geschlossen sein kann. Dass dabei eine gleichzeitige Öﬀnung beider Risse zu kritischeren
Deformationen und damit einem kleineren Spannungssingularitätsexponenten führt, erscheint
intuitiv nachvollziehbar. Diese sind dann i.A. auch kritischer als die entsprechenden 2D-
Singularitätsexponenten. Wenn einer der beiden Risse schließt, ist die resultierende Span-
nungssingularität typischerweise weniger kritisch.
Für diese einfachen Doppelrisssituationen sind auch die zugehörigen Lastfälle noch anschau-
lich zu identiﬁzieren. So wird der Deformationsmodus co1 in Abb. 4.10 insbesondere von
einer hydrostatischen oder biaxialen Zug-Belastung und der Deformationsmodus co2 von
uniaxialem Zug angeregt. Die Deformationsmoden cs1/cs2 werden besonders durch vertikale
Scherbeanspruchung und der Deformationsmodus ct1 vor allem durch eine ebene Scherbe-
anspruchung (in der Ebene der Rissfronten) angesprochen. Deformationsmodus ct2 wird
besonders bei einer Drillmomentenbelastung angeregt. Diese Zuordnung konnte durch Einbin-
den eines entsprechenden Super-Elements in ein FE-Modell eines ﬂächigen CFK-Laminats in
Abaqus veriﬁziert werden (vgl. auch Teilkapitel 4.2.3), ergibt sich aber auch aus einer Analyse
der resultierenden Kräfte und Momente auf den Würfelﬂächen (durch Aufsummierung der
Knotenlasten auf dem Randnetz und gegebenenfalls ihres Produktes mit dem Abstand zum
Mittelpunkt oder den Mittelpunktsachsen der jeweiligen Würfelseite).
Eine entsprechende Zuordnung ist ähnlich für die Deformationsmoden der ZFR-DEL-Interaktion
in Abb. 4.12 denkbar: co1 wäre wieder hydrostatischer Zug und co2 beispielsweise ebener Zug
aber vertikaler Druck zuzuordnen; cs2 würde insbesondere durch eine Schubbeanspruchung
des Delaminationsrisses angeregt, wobei auch die entsprechende Singularitätsordnung sehr
nahe an der Rissspitzensingularität des reinen Delaminationsrisses liegt und nur etwas stärker
ist; ct2 scheint wiederum einer Modus-III-Beanspruchung des Delaminationsrisses ähnlich,
führt aber zu einem merklich geringeren Singularitätsexponenten; cs1 und cs2 gehören zu
einem komplex konjugierten Deformationsmodus mit besonders starker Spannungssingularität
und treten (immer gemeinsam) für unterschiedliche Schubbeanspruchungen auf.
Es fällt auf, dass trotz der weitgehenden Material- und Geometriesymmetrien schon bei
der ZFR-DEL-Interaktion von Abb. 4.12 es zunehmend schwerer wird, auf die klassischen
Trennungen der Deformationsmoden der Einfach-Risssituation im homogenen isotropen
Kontinuum zurückzugreifen. Fällt auch nur eine Symmetrieebene weg, wird die Lage über
Kopplungen von 2D-Deformationsmoden schnell unübersichtlich und die bisher verwendete
Benennung der Deformationsmoden ist nicht mehr durchzuhalten.
Ein Rückblick auf die ZFR-ZFR-Interaktion aus Abb. 4.10 zeigt, dass auch dort schon
Kopplungen auftreten, die auf den ersten Blick nicht ersichtlich sind, was im Folgenden kurz
erläutert sei. Die Deformationsmoden cs1/cs2 in der ZFR-ZFR-Konﬁguration (Abb. 4.10)
27 In Abb. 4.10 sind diese für die ZFR-ZFR-Interaktion noch deutlicher zu identiﬁzieren als in Abb. 4.12 für
die ZFR-DEL-Interaktion.
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ZFR-DEL
α=90◦, β2=90◦, θ1 − θ2=90◦
co1 (1−λ)= 0,611 cs1 (1−λ)= 0,736± 0,041i ct1
co2 (1−λ)= 0,375 cs2 (1−λ)= 0,5113 ct2 (1−λ)= 0,327
DEL , β=0◦ , θ1=90◦ , θ2=0◦
DEL-a, -b: (1−λ)= 0,5± 0,038i DEL-c: (1−λ)= 0,5
Abbildung 4.12: Deformationsmoden uˆj(ξ) mit Spannungssingularitätsexponenten Re(1−λj)
für einen auf eine Delamination treﬀenden Zwischenfaserriss (ZFR-DEL) in bzw. zwischen
T800/Epoxid-Verbundlagen mit Winkel α=90◦ zwischen den Rissfronten, ZFR-Neigungswinkel
β2=90
◦ und relativen Faserorientierungen θ1 − θ2=90◦. Zusätzlich sind die Spannungssingu-
laritätsexponenten der Liniensingularität einer einfachen DEL (mit β=0◦ und θ1=90◦, θ2=0◦
angegeben (DEL-a, b, c).
besitzen anders als die übrigen einander zugeordneten Deformationsmoden den gleichen Span-
nungssingularitätsexponenten, ohne jedoch komplex konjugiert zu sein. Zusätzlich ist dieser
mit dem der zugehörigen 2D-Situation ZFR-II beinahe identisch. Entgegen dem allgemeinen
Trend scheint also in diesem sehr speziellen Fall kaum eine Kopplung der Einzelrissdeformati-
onsmoden vorzuliegen – zumal durch Linearkombination der beiden Deformationsmoden cs1
und cs2 der 2D-Deformationsmodus ZFR-II ebenfalls (der Anschauung nach) näherungsweise
abgebildet werden kann.28 Eine spätere Untersuchung mit Hilfe der entwickelten angereicherten
skalierten Rand-Finite-Elemente-Methode (enrSBFEM, Kap. 5)29, zeigte jedoch, dass bei den
Deformationsmoden cs1 und cs2 neben dem 2D-Deformationsmodus ZFR-II trotzdem auch
ZFR-I angesprochen wird. Das Verhältnis der Wichtungsfaktoren der 2D-Deformationsmoden
28 Die Linearkombination nur der Randdeformationen der Deformationsmoden cs1 und cs2 anstatt der
vollständigen Deformationsmoden ist hier gestattet, weil sie aufgrund des identischen Spannungssingulari-
tätsexponenten ohnehin einen gemeinsamen Lösungsraum aufspannen.
29 Die enrSBFEM verwendet die 2D-Deformationsmoden zur Anreicherung der Verschiebungsansätze und
kann entsprechend schon eine Gewichtung der 2D-Deformationsmoden allein aus der Berechnung der
3D-Deformationsmoden angeben.
4.2 Analyse von Defektinteraktionen in faserverstärkten Verbund-Laminaten 117
ZFR-DEL
α=90◦, β2=40◦, θ1 − θ2=90◦
(4) (1−λ)= 0,711± 0,012i (5) (6) (1−λ)= 0,623
(7) (1−λ)= 0,499 (8) (1−λ)= 0,444
Abbildung 4.13: Deformationsmoden uˆj(ξ) mit Spannungssingularitätsexponenten Re(1−λj)
für einen auf eine Delamination treﬀenden Zwischenfaserriss (ZFR-DEL) in bzw. zwischen
T800/Epoxid-Verbundlagen mit Winkel α=90◦ zwischen den Rissfronten, ZFR-Neigungswinkel
β2=40
◦ und relativen Faserorientierungen θ1− θ2=90◦.
lag bei c2DI /c
2D
II ≈ 0,28, wobei eine Normierung der Umfangsverschiebungsfunktionen φ2Duj (r, ϕ)
der 2D-Deformationsmoden (Gl. (2.75)) zu∥∥φ2Duj (r=1,ϕ=pi)∥∥ != 1
gewählt war. Dies ist zumindest als Hinweis darauf zu werten, dass hier doch in gewissem
Maße eine Kopplung der 2D-Deformationsmoden vorliegt. Auch für die Deformationsmoden
ct1 und ct2 folgt eine ähnliche nicht auf den ersten Blick ersichtliche Kopplung aus der
enrSBFE-Analyse. So wird hier jeweils neben dem 2D-Deformationsmodus ZFR-III auch
ZFR-II angesprochen (ct1: c2DII /c
2D
III ≈ 0,2; ct2: c2DII /c2DIII ≈ 0,5; jeweils c2DI ≈ 0). Nur den De-
formationsmoden co1 und co2 ist eine reine Anregung des 2D-Deformationsmodus ZFR-I
zuzuordnen, die Wichtungsfaktoren der beiden übrigen 2D-Deformationsmoden ZFR-II und
ZFR-III liegen im Bereich des Rundungsfehlers.
Für die ZFR-ZFR-Interaktion bei einem Winkel α=135◦ zwischen den Rissfronten und
aufrechten ZFR (β1= β2=90◦) ist die Benennung nach den klassischen Rissmoden zwar nicht
mehr möglich (Abb. 4.11). Es sind hier auch nur fünf 3D-Deformationsmoden mit Span-
nungssingularitäten am Interaktionspunkt vorhanden.30 Allerdings scheinen die wesentlich
anregenden Lastfälle noch aus der Form der Deformationsmoden identiﬁzierbar: So wird der
30 Die Nummerierung beginnt erst bei (4), da die ersten drei Deformationsmoden im positiven Spektrum Λp
die Starrkörpermoden mit λ=0 darstellen.
118
Kapitel 4 Die Skalierte-Rand-Finite-Elemente-Methode zur Analyse von 3D-Defekt-
interaktionen
Deformationsmodus mit der stärksten Spannungssingularität durch eine uniaxiale Last in der
Achse der ungeschädigten Würfelseiten (ohne Diskontinuität) angeregt. Die Anregung der
nächst schwächeren Singulärität erfolgt durch eine vertikale Schubbeanspruchung auf den unge-
schädigten Würfelseiten. Deformationsmodus (6) ist beispielsweise einer Schubbeanspruchung
in der Ebene der Rissfronten und Deformationsmodus (7) einer Torsionsbeanspruchung um
die Zentralachse der ungeschädigten Würfelseiten zuzuordnen. Der letzte Deformationsmodus
würde schließlich durch vertikale Dehnung der rechten und gleichzeitig vertikale Stauchung der
linken ungeschädigten Würfelseite, beispielsweise durch eine entsprechende Momentenbelas-
tung, hervorgerufen. Es ist beachtenswert, dass die Spannungssingularitätsexponenten dreier
der fünf 3D-Deformationsmoden größer sind als die zwar schwächste aber in der Literatur
mit Abstand am meisten beachtete Spannungssingularität des 2D-Deformationsmodus ZFR-I.
Die Spannungssingularitätsexponenten der übrigen beiden 3D-Deformationsmoden liegen
dabei ebenfalls kaum unterhalb desjenigen des ZFR-I.
Für die ZFR-ZFR-Interaktion bei einem Winkel α=90◦ zwischen den Rissfronten und einem
aufrechten sowie einem geneigten ZFR (β1=90◦, β2=40◦) ist die Benennung nach den klassi-
schen Rissmoden ebenfalls nicht mehr möglich (Abb. 4.11). Es existieren am Interaktionspunkt
aber weiterhin Spannungssingularitäten für sechs 3D-Deformationsmoden. Ebenfalls führen
3D-Deformationsmoden mit Rissöﬀnung beider ZFR zu den kritischeren Spannungssingulari-
täten. Auch einige die Deformationsmoden anregende Lasten sind hier noch auszumachen: So
sind die Deformationsmoden (4), (7) und (5) durch uniaxiale Belastungen (zweimal horizontal
und einmal vertikal) anzuregen. Deformationsmodus (6) wird durch eine Schubbelastung in
der Vertikalen angesprochen und scheint ähnlich wie die Deformationsmoden cs1 und cs2 in
Abb. 4.10 auch eine weitgehend entkoppelte Einfach-Riss-Deformation (ZFR-II) abzubilden,
zumal auch der zugehörige Spannungssingularitätsexponent nicht viel höher als derjenige des
ZFR-II liegt.
Wie Abbildung 4.12, zeigt Abbildung 4.13 die 3D-Deformationsmoden mit singulären Span-
nungen am Interaktionspunkt für die ZFR-DEL-Interaktion, nun aber für einen geneigten
Zwischenfaserriss (β2=40◦). Diese Struktursituation weist auch zwei komplexe Spannungs-
singularitätsexponenten auf, die, wie in Kapitel 4.1.2 thematisiert, komplex konjugiert sein
müssen. Sie gehören zu der stärksten auftretenden Spannungssingularität dieser Struktur-
situation und treten immer gemeinsam auf, auch wenn die Imaginärteile, wie bei den meisten
Ingenieursanwendungen, sehr klein sind. Zwar enthält die Struktursituation insgesamt nur
fünf Deformationsmoden mit singulären Spannungen im Interaktionspunkt, diese zeichnen
sich aber durch vergleichsweise kritische Spannungssingularitäten aus.
Abbildung 4.14 zeigt schließlich die Deformationsmoden mit singulären Spannungen am
Interaktionspunkt für zwei Struktursituationen mit Rand-ZFR-Interaktion. Hier ist in der
vollkommen symmetrischen Struktursituation mit β2=90◦ (Abb. 4.14-4, -5, -6), ähnlich wie
im ausgiebig schon von Benthem (1977, 1980) und Bažant u. Estenssoro (1979) untersuchten
homogen-isotropen Fall (vgl. Kap. 3.1.3), nur noch für den symmetrischen Deformationsmodus
eine relativ klare Zuordnung zum 2D-Deformationsmodus ZFR-I möglich. Dabei bleibt die
zugehörige Spannungssingularität schwach und ist nur unwesentlich stärker als diejenige
des 2D-Deformationsmodus. ZFR-II und ZFR-III treten in der Interaktion mit einem Rand
hingegen immer gekoppelt auf und beinhalten auch eine starke Spannungssingularität. Im Falle
eines geneigten ZFR (Abb. 4.14-7, -8, -9) treten dann stets alle drei 2D-Deformationsmoden
ZFR-I, II, III gleichzeitig auf. Zu dieser Struktursituation sei ergänzt, dass jeweils zusätzlich
ein vierter Deformationsmodus mit allerdings nur sehr schwach singulären Spannungen
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Rand-ZFR
α=90◦, β2=90◦, θ1 − θ2=90◦
(4) (1−λ)= 0,361 (5) (1−λ)= 0,259 (6) (1−λ)= 0,565
Rand-ZFR
α=90◦, β2=40◦, θ1 − θ2=90◦
(7) (1−λ)= 0,515 (8) (1−λ)= 0,253 (9) (1−λ)= 0,422
Abbildung 4.14: Deformationsmoden uˆj(ξ) mit Spannungssingularitätsexponenten Re(1−λj)
für einen auf einen freien Rand treﬀenden Zwischenfaserriss (Rand-ZFR) in T800/Epoxid-
Verbundlagen mit Winkel α=90◦ zwischen dem Rand und der Rissfront sowie relativen Fa-
serorientierungen θ1 − θ2=90◦. 1. Reihe (4,5,6): ZFR-Neigungswinkel β2=90◦. 2. Reihe (7,8,9):
ZFR-Neigungswinkel β2=40◦.
(Re(1−λ) < 0,05) am Defektinteraktionspunkt auftreten kann (vgl. auch Abb. 4.20, 4.21),
welcher dem Deformationsmodus des Laminatrandeﬀektes ähnlich ist.
Spannungssingularitätsexponenten
Die Spannungssingularitätsexponenten geben einen ersten Hinweis auf die Versagensnei-
gung einer bestimmten Struktursituation. Anhand ihrer lässt sich die auftretende Span-
nungssingularität als schwach oder stark klassiﬁzieren. Nur die genau dazwischen liegende
klassische Rissspitzensingularität liefert eine ﬁnite diﬀerentielle Energiefreisetzungsrate G
(vgl. Gln. 2.111–2.113). Sie ist, wie der gesamte Deformationsmodus, zunächst unabhängig von
der anliegenden Belastung. Die äußere Last geht erst in den assoziierten GSIF bzw. modalen
Wichtungsfaktoren ein, die letztendlich entscheiden, ob ein Deformationsmodus und seine
zugehörige Spannungssingularität angeregt sind. Dennoch kann anhand der Analyse der
Deformationsmoden eine erste Einschätzung ihrer Kritikalität erfolgen. Unter der Annahme,
dass die diﬀerentielle Energiefreisetzungsrate einen wesentlichen Bruchparameter darstellt,
sind starke Spannungssingularitäten grundsätzlich kritischer einzuschätzen als schwache
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Abbildung 4.15: Spannungssingularitätsexponenten für die ZFR-ZFR-Interaktionssituation mit
Rissneigungswinkeln β1=β2=90◦ für einen jeweils typischen GFK- und CFK-Verbund (abglei-
tet von Abbildungen aus Hell u. Becker (2014)).
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Abbildung 4.16: Spannungssingularitätsexponenten für zwei aufeinander treﬀende Zwischenfaser-
risse (ZFR-ZFR) mit Rissneigungswinkeln β1=40◦, β2=0◦ für einen T800/Epoxid-Verbund
(CFK).
(vgl. Kap. 2.2.3). Dabei gilt, dass die Kritikalität umso höher einzuschätzen ist, desto größer
der Spannungssingularitätsexponent (1−λ) ist.
Treffen zwei Zwischenfaserrisse aufeinander (ZFR-ZFR, vgl. auch Abb. 4.10-4.11) er-
geben sich meist fünf bis sechs Deformationsmoden mit singulären Spannungen am De-
fektinteraktionspunkt, wobei Winkel α > 90◦ zwischen den Rissfronten meist zu weniger
aber dafür stärkeren Spannungssingularitäten führen (vgl. Abb. 4.15-4.17). Mindestens einer,
aber bis zu drei davon sind stark singulär. Ist einer der beiden ZFR geneigt (Rissneigungs-
winkel β 6= 90◦), können bis zu sieben Deformationsmoden mit singulären Spannungen im
Rissinteraktionspunkt auftreten (vgl. Abb. 4.16 und 4.17). Für den Fall, dass zwei ZFR,
die aufgrund einer Druckbeanspruchung der entsprechenden Laminatlage entstanden sind
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Abbildung 4.17: Spannungssingularitätsexponenten für zwei aufeinander treﬀende Zwischenfa-
serrisse (ZFR-ZFR) mit Rissneigungswinkeln β1=β2=40◦ für einen T800/Epoxid-Verbund
(CFK).
(Rissneigungswinkel β ≈ 40◦, aber β1 6= β2) und etwa im Rissfrontwinkel α ≈ 35◦ aufeinander
treﬀen, treten im stark anisotropen Fall, also z. B. für CFK-Laminate, sogar bis zu acht
Deformationsmoden mit 0 < Re(1−λj) < 1 auf. Allerdings führen, wenn sie denn auftreten,
der siebte und der achte Deformationsmodus meist (der achte sogar immer) zu nur sehr
schwachen 3D-Spannungssingularitäten (Re(1−λ) < 0,05).
Wie auch für den Fall nur eines ZFR im Laminat, führen stark anisotrope Einzelschichten
aufgrund der Steiﬁgkeitsdiﬀerenz tendenziell zu weniger kritischen Deformationsmoden,
wenn diese eine symmetrische oder antimetrische Rissöﬀnung beinhalten (vgl. Abb. 4.15).
Dieser Eﬀekt nimmt natürlich mit fallendem Winkel zwischen den Materialorientierungen
der aneinander angrenzenden Schichten ab.
Weiterhin treten für Rissneigungswinkel β 6= 90◦ neben rein reellen auch komplex konjugierte
und damit oszillierende Spannungssingularitäten auf (vgl. Abb. 4.16), welche auch von stark
singulärem Charakter sein können (vgl. Abb. 4.17). Tendenziell führen geneigte ZFR zu
kritischeren Spannungssingularitätsexponenten und damit gegebenenfalls auch zu mehr
starken Spannungssingularitäten.
Trifft eine Delamination auf einen Zwischenfaserriss (ZFR-DEL) treten ebenfalls
stets auch komplex konjugierte Spannungssingularitäten auf (vgl. z. B. Abb. 4.18 und 4.19).
Betrachtet man einen auf eine Delamination treﬀenden ZFR als Sonderfall zweier aufeinander
treﬀender ZFR mit dem Rissneigungswinkel β1=0◦ und β2 6= 0◦, folgt dies als eine Fortsetzung
des dort beobachteten Trends. Hinzu kommt, dass auch aus der Einfach-Riss-Perspektive in
Gegenwart eines Grenzﬂächenrisses stets oszillierende Spannungssingularitäten zu erwarten
sind (z. B. Abb. 4.7).
Es gibt fünf bis sieben Deformationsmoden mit 3D-Spannungssingularitäten, wobei die
des siebten Deformationsmodus nur vergleichsweise schwach ist. Dieser Deformationsmodus
tritt auch nur dann auf, wenn der Winkel zwischen den Rissfronten α < 90◦ und damit
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Abbildung 4.18: Spannungssingularitätsexponenten für einen auf eine Delamination treﬀenden
Zwischenfaserriss (ZFR-DEL) mit Rissneigungswinkel β2=90◦ für einen T800/Epoxid-Verbund
(CFK) und eine Faserorientierung der unteren Laminatlage θ1= θ2 + α=90◦.
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Abbildung 4.19: Spannungssingularitätsexponenten für einen auf eine Delamination treﬀenden
Zwischenfaserriss (ZFR-DEL) mit Rissneigungswinkel β2=40◦ für einen T800/Epoxid-Verbund
(CFK) und eine Faserorientierung der unteren Laminatlage θ1= θ2 + α=90◦.
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Abbildung 4.20: Spannungssingularitätsexponenten für einen auf einen freien Laminatrand tref-
fenden Zwischenfaserriss (Rand-ZFR) mit Rissneigungswinkel β2=90◦ für einen T800/Epoxid-
Verbund (CFK) und eine Faserorientierung der unteren Laminatlage θ1=α− θ2=90◦.
der ZFR dem verbleibenden Ligament zwischen den Rissfronten zugeneigt ist (β2 < 90◦,
z. B. Abb. 4.13). Anders als bei zwei aufeinander treﬀenden ZFR existieren beim auf eine
Delamination treﬀenden ZFR immer drei stark singuläre Deformationsmoden (vgl. Abb. 4.18
und 4.19). Zusätzlich bewegt sich der vierte Deformationsmodus für senkrechte ZFR (Riss-
neigungswinkel β2=90◦) nahe um die Rissspitzensingularität und damit die Singularität
der 2D-Delaminationssituation (Abb. 4.18). Damit ist die ZFR-DEL-Interaktionssituation
in vielen Fällen als kritischer als die ZFR-ZFR-Interaktion einzuschätzen, was angesichts
der i. A. gegenüber dem ZFR kritischeren Einzel-Riss-Situation der Delamination natürlich
erscheint.
Wie bei der ZFR-ZFR-Interaktion führt auch hier eine Vergrößerung des Winkels α dazu,
dass einige Spannungssingularitätsexponenten zum Teil noch kritischer werden, während
andere, vorzugsweise ohnehin schwache Spannungssingularitäten, an Kritikalität verlieren.
Die Faserorientierung in der Laminatschicht ohne ZFR hat hier ebenfalls, wie aus der
Einfach-Riss-Situation bekannt, insbesondere auf Deformationsmoden mit symmetrischem
Rissöﬀnungsanteil einen etwas entschärfenden Einﬂuss. Der Rissneigungswinkel beeinﬂusst
besonders die nicht starken Spannungssingularitäten. Für α < 90◦ werden sie tendenziell
kritischer, für α > 90◦ etwas weniger kritisch (Abb. 4.19).
Bei einem auf einen freien Rand treffenden Zwischenfaserriss (Rand-ZFR) ergeben
sich drei bis vier Deformationsmoden mit 0 < Re(1−λ) < 1 (vgl. Abb. 4.20 und 4.21),
wobei die Spannungssingularität des vierten ähnlich der Laminat-Rand-Eﬀekt-Singularität
ausgesprochen schwach ist (Abb. 4.20). Die Spannungssingularitäten der ersten drei Deforma-
tionsmoden können alle sowohl stark als auch schwach sein. Für geneigte ZFR β2 < 90◦ gilt,
dass sich diese drei Deformationsmoden mit steigendem Winkel α zwischen Rand und Riss-
front von sehr stark singulär hin zu sehr schwach singulär verändern. Dabei ist anzumerken,
dass die Ergebnisse für Rissneigungswinkel β2 > 90◦ identische Ergebnisse liefern, der Trend
in α aber gerade umgekehrt wird (Abb. 4.21). Damit sind Interaktionssituationen, in denen
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Abbildung 4.21: Spannungssingularitätsexponenten für einen auf einen freien Laminatrand tref-
fenden Zwischenfaserriss (Rand-ZFR) mit Rissneigungswinkel β2=140◦ für einen T800/Epoxid-
Verbund (CFK) und eine Faserorientierung der unteren Laminatlage θ1=α− θ2=90◦.
der ZFR zum Rand hin geneigt ist, weniger kritisch als solche, in denen seine Neigung vom
Rand weg zeigt. Weiterhin können sich insbesondere für geneigte ZFR komplex konjugierte
Spannungssingularitäten sowohl im stark als auch im schwach singulären Bereich ergeben.
Schließlich treten für GFK-Laminate tendenziell etwas kleinere und damit weniger kritische
Spannungssingularitätsexponenten (1−λ) auf.
Eine Untersuchung der Interaktion einer Delamination mit einem freien Rand (Rand-
DEL) liefert im betrachteten Parameterraum zwei bis vier Deformationsmoden mit 3D-
Spannungssingularitäten, wobei der vierte wieder, wenn überhaupt, nur sehr schwach singu-
lär ist. Die Spannungssingularitätsexponenten der drei übrigen Deformationsmoden fallen
mit zunehmendem Winkel α zwischen Rissfront der Delamination und freiem Rand von
Re(1−λ) ≈ 0,9 (bei α=5◦) bis nahe Re(1−λ)= 0 (bei α=175◦) (Abb. 4.22 und 4.23). Die
klassische Rissspitzensingularität, und damit die Grenze zwischen starken und schwachen
Singularitäten, tritt für den Deformationsmodus mit der stärksten Spannungssingularität bei
einem Winkel von etwa α=95◦...130◦, für den Deformationsmodus mit der nächst schwäche-
ren 3D-Spannungssingularität bei etwa α=75◦...90◦ und für den dritten Deformationsmodus
bei etwa α=60◦...70◦ auf. Der Argumentationslinie von Bažant u. Estenssoro (1979) folgend
(vgl. Kap. 3.1.3 – Stand der Forschung) wären dies gerade die Winkel, die sich abhängig vom
angesprochenen Deformationsmodus im Ligament zwischen der Rissfront einer wachsenden
Delamination und dem freien Rand einstellen würden.
Veriﬁkation
Um die dreidimensionalen asymptotischen Nahfelder zu veriﬁzieren, wurden im Rahmen
der Masterthesis von Brod (2015) Standard-FE-Analysen mit Abaqus durchgeführt, die
die Randverschiebungen der Deformationsmoden als Verschiebungsrandbedingungen verwen-
deten und das Abklingverhalten der resultierenden Verschiebungsfelder im Körperinneren
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Abbildung 4.22: Spannungssingularitätsexponenten für eine auf einen freien Laminatrand tref-
fende Delamination (Rand-DEL) für einen T800/Epoxid-Verbund (CFK) und eine Faserorien-
tierung der Laminatlagen θ1=90◦ und θ2=0◦.
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Abbildung 4.23: Spannungssingularitätsexponenten für eine auf einen freien Laminatrand tref-
fende Delamination (Rand-DEL) für einen T800/Epoxid-Verbund (CFK) und eine Faserorien-
tierung der Laminatlagen θ1=90◦ und θ2=45◦.
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a) b)
Abbildung 4.24: Beispielhafte Vernetzung eines Standard-FE-Referenzmodells zur Veriﬁkation
der Abklingexponenten der Defektinteraktionssituation ZFR-ZFR. a) Draufsicht von außen, b)
Schnittansicht in der Rissebene. Die Risse sind jeweils durch fett-gedruckte durchgezogene Linien
angedeutet.
verglichen. Abbildung 4.24 zeigt beispielhaft ein für eine FE-Analyse sehr fein vernetztes
kugelförmiges Gebiet zur Untersuchung der ZFR-ZFR-Interaktion (α= β1= β2=90◦). Bei
reiner Anregung eines Deformationsmodus ist sein zugehöriger Abklingexponent im doppel-
logarithmischen Verschiebungs-Abstands-Diagramm als Steigung ablesbar. Die so ermittelten
Abklingexponenten λ wichen stets weniger als 2% von den mittels der SBFEM ermittelten
Abklingexponenten ab. Dabei war die Qualität der so gefundenen Werte erwartungsgemäß am
Rand, wo der genaue Deformationsmodus eingestellt wurde, besser als nahe der eigentlichen
Spannungssingularität, wo die Vernetzung zunehmend unzureichend fein war.
4.2.3 Randwertprobleme und daraus resultierende modale Wichtungsfaktoren
bzw. generalisierte Spannungsintensitätsfaktoren
Nachdem die dreidimensionalen asymptotischen Nahfelder an Interaktionspunkten rissähnli-
cher Defekte sowie freier Laminatränder in endlosfaserverstärkten Verbundlaminaten betrach-
tet wurden, sollen nun für einige konkrete Strukturen und Lastfälle, die solche Defektinterak-
tionen enthalten, auch die generalisierten Spannungsintensitätsfaktoren c2Dσj , c
3D
σj (2.75, 2.76)
bzw. die äquivalenten modalen Wichtungsfaktoren c2Duj , c
3D
uj (2.75, 2.76) bzw. cp (4.40, 4.52)
bestimmt werden. Letztendlich kann eine Struktur nur auch unter Kenntnis der modalen
Wichtungsfaktoren wirklich bezüglich eines bestimmten Lastfalls bewertet werden. Um aussa-
gekräftige und vergleichbare modale Wichtungsfaktoren (oder GSIF) zu erhalten, sind die
Deformationsmoden rλjφuj (2.75, 2.76) bzw. uˆj(ξ)=φ
u
j ξ
λj (4.39) geeignet zu normieren. Wie
die Eigenvektoren eines Eigenwertproblems sind die Deformationsmoden zunächst beliebig
skalierbar. Entsprechend ist eine Grundvoraussetzung für die Vergleichbarkeit der modalen
Wichtungsfaktoren bzw. GSIF, dass die Deformationsmoden immer gleich normiert werden.
Wie eine geeignete Normierung aussehen kann, soll im Folgeteilkapitel diskutiert werden.
Normierung der Deformationsmoden für die Vergleichbarkeit modaler
Wichtungsfaktoren bzw. generalisierter Spannungsintensitätsfaktoren
Eine geeignete Normierung der Deformationsmoden zu ﬁnden, ist ein schwierigeres Unter-
fangen als es auf den ersten Blick erscheinen mag, was wohl der Grund dafür ist, dass es
bisher kein generalistisches und allgemein akzeptiertes Konzept für die Normierung der
Deformationsmoden (und damit auch der GSIF bzw. cp) gibt. Natürlich existiert jenes für
4.2 Analyse von Defektinteraktionen in faserverstärkten Verbund-Laminaten 127
den (zwar klassischen und häuﬁg anzutreﬀenden aber tatsächlich dennoch sehr speziellen) Fall
des Risses im zweidimensionalen, homogenen Kontinuum. Hier wird der Deformationsmodus
j so normiert, dass eine aus ihm resultierende charakteristische Spannungskomponente σ(j)ch ,
dividiert durch den entsprechenden Spannungsintensitätsfaktor Kj und den radialen Faktor
rλ−1=1/
√
r, im Rissligament ϕ=0 gerade den Wert 1/
√
2pi annimmt
σ
(j)
ch (ϕ=0)
Kj r
1/2−1 = φ
σch
j (ϕ=0) =
1√
2pi
.
Dies ist gleichbedeutend mit einer Normierung der reinen Winkelfunktion der charakte-
ristischen Spannungskomponente des Deformationsmodus im Rissligament auf den Wert
φσchj (ϕ=0)=1/
√
2pi.31 Dabei ergibt sich der glückliche Umstand, dass die jeweils übrigen
zwei Deformationsmoden in dieser charakteristischen Spannungskomponente Null sind und
alle drei Deformationsmoden die gleiche Spannungssingularitätsordnung σ ∝ 1/√r aufwei-
sen. Dadurch ist eine gewisse Vergleichbarkeit auch der verschiedenen Deformationsmoden
untereinander gegeben. Schon der Grenzﬂächenriss bietet diese Einfachheit durch seine
komplex konjugierten Deformationsmoden, die immer gekoppelt auftreten müssen, nicht
mehr. Für die noch allgemeinere zweidimensionale Multimaterialkerbe sind dann schon die
Singularitätsordnungen der einzelnen Deformationsmoden unterschiedlich und es existiert
kein einheitliches Normierungskonzept mehr (vgl. z. B. Leguillon u. Sanchez-Palencia (1987),
Yosibash (2012)).
Der dreidimensionale Fall ist von nochmals allgemeinerer und komplexerer Natur, da hier
noch mehr Deformationsmoden mit i. A. unterschiedlichen Spannungssingularitätsexponenten
existieren (vgl. Kap. 2.2.2): Zu berücksichtigen sind hier zum einen die Deformationsmoden
mit 3D-Spannungssingularitäten, aber prinzipiell auch all jene Deformationsmoden, in denen
Liniensingularitäten angesprochen werden. Generell stellt das Auftreten von Singularitäten in
den Winkelfunktionen φ3Dσj (ϕ, ϑ) der 3D-Deformationsmoden eine zusätzliche Herausforderung
bezüglich der Findung eines allgemeingültigen und konsistenten Normierungskonzeptes dar.
Die forderste Anforderung an einen GSIF c3Dσj bzw. einen modalen Wichtungsfaktor c
3D
uj ist,
dass er als Bruchindikator brauchbar ist. Diese Anforderung ist für den einfachen Fall nur
eines angesprochenen Deformationsmodus stets erfüllt, da GSIF ein Maß für die Größe der
Beanspruchung nahe der Spannungssingularität darstellen. Entsprechend wäre hiervon ausge-
hend ein einfaches Versagenskriterium basierend auf diesem GSIF und einem experimentell
bestimmten kritischen Wert möglich. Dabei sind GSIF und modale Wichtungsfaktoren immer
direkt proportional zueinander und damit weitgehend gleichwertig. Dies gilt besonders für
die in dieser Arbeit betrachteten Multimaterialkonﬁgurationen, in denen auch die GSIF stets
materialabhängig sind.
Wünschenwert für ein Versagenskriterium ist jedoch eine möglichst weitreichende Anwend-
barkeit und damit Allgemeingültigkeit. Dafür ist wiederum eine möglichst allgemeingültige
Vergleichbarkeit der GSIF bzw. modalen Wichtungsfaktoren notwendig:
• für verschiedene Lastfälle und damit verschiedene angesprochene Deformationsmoden
(Mixed-Mode-Kriterium),
• für verschiedene Materialien und
31 Der Faktor
√
2pi ist zugunsten der möglichst einfachen Darstellung des Zusammenhangs zwischen den Span-
nungsintensitätsfaktoren und zugehörigen diﬀerentiellen Energiefreisetzungsraten G gewählt (vgl. Kap.2.2.3,
Gl. (2.110)).
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• für verschiedene Geometrien.
Hierbei erscheint das Ableiten der GSIF bzw. der modalen Wichtungsfaktoren von Spannun-
gen oder einer Energie nützlicher als von Verschiebungen. Weiterhin sollten GSIF bzw. modale
Wichtungsfaktoren für eine weitreichende Vergleichbarkeit unabhängig von Längen und Ab-
ständen im asymptotischen Nahfeld der Struktursituation sein, d. h. die Längenskala der
radialen Koordinate ist einheitlich zu wählen. Dies ist z. B. nicht gegeben, wenn mit der relati-
ven Koordinate ξ der SBFEM gearbeitet wird, die immer abhängig von den Randabmessungen
des betrachteten Gebiets ist (Abstands- und Winkelabhängigkeit). Diese Problematik ist
vergleichsweise einfach aufzulösen, indem der Deformationsmodus in einem willkürlich, aber
immer gleich gewählten Abstand (z. B. r=1mm) von der Spannungssingularität ausgewertet
wird. Dies kommt einem Dividieren der Spannungen durch rλ−1 oder der Verschiebungen durch
rλ gleich. Schließlich sind für die Umsetzung von Parameterstudien Einfachheit und Allge-
meingültigkeit zwei unabdingbare Anforderungen an das Normierungskonzept insgesamt. Die
klassischen SIF erfüllen diese Anforderungen jedoch nicht vollständig. Sie sind beispielsweise
auf die Rissgeometrie beschränkt und gelten nicht für Multimaterialkonﬁgurationen.
Wie bereits in Kapitel 3.2 dargestellt, gibt es bisher nicht viele Arbeiten, die GSIF von
3D-Spannungssingularitäten auswerten. Hinzu kommt, dass die meisten dieser Arbeiten
die gleiche, sehr einfache, von Labossiere u. Dunn (2001) betrachtete Struktursituation
behandeln, da es noch immer nur wenige gut dokumentierte Ergebnisse experimenteller
Versuche gibt. In dieser speziellen Struktursituation trat nur ein Deformationsmodus mit
3D-Spannungssingularität auf und schon aus der Lastsituation ergab sich, dass die Nor-
malspannung in der Materialgrenzﬂäche charakteristisch für das Versagen sein würde. Da
in der Grenzﬂäche entlang der Ränder selbst Liniensingularitäten auftraten, die Struktur-
und Lastsituation aber insgesamt symmetrisch war, bot sich also eine Normierung auf die
Normalspannung in der Winkelhalbierenden der Materialgrenzﬂäche des gekanteten Bimateri-
albiegebalkens im Abstand r=1mm vom Punkt der 3D-Spannungssingularität an. Um die
Vergleichbarkeit der Ergebnisse zu gewährleisten, orientierten sich nachfolgende Arbeiten, die
sich auf diese Struktursituation bezogen, an dieser Normierungsprozedur (Lee u. Im, 2003,
Leguillon, 2014, Luangarpa u. Koguchi, 2014).
Arbeiten zu anderen Struktursituationen verwendeten auch andere Normierungskonzepte.
Koguchi u. da Costa (2010) normierten die Winkelfunktionen der Spannungen für jeden Defor-
mationsmodus auf einen Extremwert dieser, was sich jedoch als problematisch herausstellte,
wenn kein Extremwert der Spannung vorhanden war.
Lee u. Im (2003) sowie Lee et al. (2006) verwendeten für die Fälle, in denen sie nicht explizit die
Ergebnisse von Labossiere u. Dunn (2001) nachrechneten, ein verschiebungsbasiertes Normie-
rungskonzept für die Deformationsmoden uˆj(ξ). Es ist das in der Umsetzung wohl simpelste
Konzept, da der Deformationsmodus einfach auf seine maximale Verschiebungskomponente
normiert wird:
max
(
uˆj
(
ξ|r=1mm
)) !
= 1mm mit uˆ(ξ) =
nλp∑
j=1
uˆj(ξ) cuj. (4.91)
Dieses verschiebungsbasierte Konzept zeichnet sich vor allem durch seine Einfachheit und All-
gemeingültigkeit aus. Da es weder spannungs- noch energiebasiert ist, zeigen jedoch die daraus
resultierenden modalen Wichtungsfaktoren nur mittelbar eine Intensität der Beanspruchung
an, was den Vergleich mit den modalen Wichtungsfaktoren anderer Deformationsmoden etwas
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erschwert. Weiterhin führt es im Gegensatz zu spannungsbasierten Normierungskonzepten
auch in homogenen Kontinua zu einer Materialabhängigkeit der modalen Wichtungsfak-
toren bzw. GSIF. In Anbetracht der Tatsache, dass auch Multimaterialkerben untersucht
werden sollen und Deformationsmoden unterschiedlicher Spannungssingularitätsexponenten
ohnehin schwer vergleichbar sind, relativieren sich diese Nachteile wieder. Weiterhin ist die
Vergleichbarkeit der Intensität eines einzelnen Deformationsmodus zwischen unterschiedlichen
geometrischen Konﬁgurationen schon durch die Verwendung eines modalen Wichtungsfaktors
gegeben.
Ergänzend wird zum verschiebungsbasierten Normierungskonzept für Deformationsmoden
folgendes angemerkt: Verschiebungen haben gegenüber Spannungen den Vorteil, dass sie (im
Normalfall) überall beschränkt und somit endlich bleiben. Gleichzeitig besteht zumindest
für den maximalen Betrag der Verschiebungen nicht die Möglichkeit, dass dieser null werden
könnte. Dabei erreichen die Verschiebungen ihr Maximum fern der Stellen, wo die Singulari-
tätslinien auf den diskretisierten Rand treﬀen und zu Ergebnissen minderer Qualität führen.
Zusätzlich werden sie dort extremal, wo auch Skalierungsstrahlen verlaufen und somit die
Verschiebungen in ihrer maximalen Qualität angegeben werden können. Dies ist auch ein Vor-
teil, wenn der diskretisierte Rand, wie es für eine SBFE-Modellierung typisch ist, nicht einen
konstanten Abstand vom Skalierungszentrum besitzt, die Normierung aber für den Abstand
r=1mm durchgeführt werden soll. Entlang der Skalierungsstrahlen kann die Lösung immer
unmittelbar angegeben werden – zwischen den Skalierungsstrahlen jedoch nicht.32 Generell
sind die aus der SBFEM resultierenden Verschiebungen außerdem von höherer Qualität als
die Spannungen.33 Dies ist insbesondere dann problematisch, wenn die Diskretisierung des
Randes aus Eﬃzienzgründen nicht zu fein erfolgen soll. Dabei ist zu beachten, dass sich eine
vollständige Lösung des Eigenwertproblems für die SBFEM nochmals deutlich aufwendiger
gestaltet, als die partielle Lösung für die klassische FEM-Eigenanalyse. Natürlich wäre ei-
ne separate partielle Lösung des Eigenwertproblems eines wesentlich feiner diskretisierten
Modells mit konstantem Abstand des diskretisierten Randes vom Skalierungszentrum zur
Normierung möglich. Anschließend könnte über eine Abstimmung der Verschiebungsgrößen
diese Normierung auf das eigentliche SBFE-Modell übertragen werden. Allerdings ist zum
einen zumindest fragwürdig, wie genau diese Abstimmung der Verschiebungsgrößen aufeinan-
der aussehen sollte, ohne weitere numerische Fehler einzuführen. Zum anderen wäre dieses
Vorgehen insgesamt wohl wenig eﬃzient.
Ein weiteres denkbares, bisher aber noch nicht in der Literatur gefundenes Normierungskon-
zept für die Deformationsmoden uˆj(ξ) könnte ein formänderungsenergiebasiertes sein. Hierbei
könnte die Formänderungsenergie innerhalb eines Gebietes um die 3D-Spannungssingularität
bis zu einem Abstand r=1mm zur Normierung dienen, sodass ein resultierender modaler
Wichtungsfaktor unmittelbar die aufgrund des zugehörigen Deformationsmodus in einem sol-
chen (z. B. kugelförmigen) Gebiet gespeicherte Formänderungsenergie angeben würde. Dieses
Vorgehen hätte den wesentlichen Vorteil, dass keine charakteristische Spannungskomponente
und im Speziellen kein bestimmter Punkt für die Normierung ausgewählt werden müsste.
Gleichzeitig können hier, wie bei einem verschiebungsbasierten Normierungskonzept, keine
unendlich großen Werte auftreten. Hat der diskretisierte Rand einen konstanten Abstand
32 Hier sind zunächst durch Lösung eines nichtlinearen Gleichungssystems die Koordinaten im SB-KOS zu
bestimmen.
33 Die Spannungen könnten zwar durch Spannungsglättung auch abseits der Gaußpunkte auf ein ähnliches
Niveau in der Genauigkeit gehoben werden, allerdings wiederum nicht an Materialgrenzen, Ecken und
Kanten des diskretisierten Randes (vgl. Kap. 2.3.2).
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vom Skalierungszentrum, ist die Formänderungsenergie für ein solches Gebiet auch noch
ausgesprochen einfach und ohne weitere Integration zu berechnen
Π
i
j = ξ
2λj
∣∣∣
r=1mm
(
1/2 (φqj )
Tφuj
)
. (4.92)
Typischerweise liegt aber, wie bereits erwähnt, in einem SBFE-Modell zur Lösung des
vollständigen Randwertproblems ein diskretisierter Rand mit variablem Abstand vom Skalie-
rungszentrum vor, wodurch Gl. (4.92) nicht mehr unmittelbar anwendbar ist.34 Auch hier wäre
wieder eine separate partielle Lösung des Eigenwertproblems eines SBFE-Modells mit kon-
stantem Abstand des diskretisierten Randes vom Skalierungszentrum zur Normierung möglich
– allerdings ist auch hier die Eﬃzienz des Verfahrens in Frage zu stellen. Ein weiterer Nachteil
des energiebasierten Normierungskonzeptes ist schließlich, dass es nicht lastvorzeichensensitiv
ist, also nicht zwischen Zug- und Druckbeanspruchung diﬀerenziert.
Letztendlich wird hier dem allgemeingültigen und sehr simplen verschiebungsbasierten Nor-
mierungskonzept für die Deformationsmoden uˆj(ξ) der Vorzug gegeben. Um Unklarheiten zu
vermeiden, sei von nun an nur noch von modalen Wichtungsfaktoren c3Duj (2.76) bzw. einfach
cj anstatt GSIF c3Dσj gesprochen. Sie sind mit Hilfe der euklidischen Vektornorm durch die
Normierung der Deformationsmoden uˆj(ξ) als dimensionslos und dadurch prinzipiell anders
deﬁniert als die klassischen SIF:
max
(∥∥∥uˆj(ξ)∣∣r=1mm∥∥∥) != 1mm mit uˆ(ξ) = nλp∑
j=1
uˆj(ξ) cj (4.93)
Es sei aber betont, dass die modalen Wichtungsfaktoren dennoch den GSIF, bis auf einen
(dimensionsbehafteten) Vorfaktor, äquivalent bleiben.
Schließlich muss angemerkt werden, dass diese Normierung noch nicht immer eindeutig
bezüglich des Vorzeichens der Deformation ist.35 Es muss also eine weitere Information zur
Verfügung gestellt werden. Im Rahmen dieser Arbeit sei das Vorzeichen der Deformation
simplerweise an die bildliche Darstellung der Deformationsmoden in Kapitel 4.2.2 gebunden.
Modellierung in Abaqus mit Hilfe eines SBFEM-Superelements
Es werden beispielhaft Zwischenfaserriss-Interaktionen (ZFR-ZFR) mit Neigungswinkel
β1= β2=90
◦ sowie mit Winkeln zwischen den Rissfronten α=90◦ und α=135◦ für diverse
Laminatlagenaufbauten, Lastfälle und anisotrope FKV betrachtet. Die Materialdaten der
anisotropen FKV, T800/Epoxid-Verbund (CFK) und einem typischen GFK-Verbund, sind
Tabelle A.1 zu entnehmen. Es werden zuerst die asymmetrischen Laminatlagenaufbauten
[90◦/0◦] und [90◦/−45◦] für klassische Scheibenlasten
Nx =
∫ h/2
−h/2
σx dz , Ny =
∫ h/2
−h/2
σy dz , Nxy =
∫ h/2
−h/2
τxy dz (4.94)
34 Zwar gelten die Verschiebungen uˆj(ξ) überall entlang der Skalierungsstrahlen und mittels geeigneter
Interpolation auch zwischen den Skalierungsstrahlen, aber die modalen Lastvektoren qˆj(ξ) sind aus einer
Integration über den diskretisierten Rand resultierende Größen und damit nicht ohne Weiteres auf anders
geformte virtuelle Ränder übertragbar.
35 übrigens auch nicht bei Lee u. Im (2003), solange nicht zusätzlich der Ort der maximalen Verschiebung
speziﬁziert oder eine Abbildung des positiv ausgelenkten Deformationsmodus beigelegt wird.
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Abbildung 4.25: Geometrie und Lasten der untersuchten Laminate mit ZFR-ZFR-Interaktion am
Beispiel des [90◦/0◦]-Laminataufbaus. Das Laminat ist statisch bestimmt gelagert. Der Rissinter-
aktionspunkt mit zu erwartender 3D-Spannungssingularität ist durch einen roten Punkt gekenn-
zeichnet. Die Modellierung der Umgebung dieses Punktes mit Hilfe eines SBFEM-Superelements
ist durch ein extrudiertes Achteck über beide Laminatlagen hinweg angedeutet. Die Achteck-
Form gestattet für beide behandelten Risskonﬁgurationen α=90◦, 135◦ senkrecht auf den Riss-
fronten stehende Oberﬂächen des Superelements.
und Plattenlasten
Qx =
∫ h/2
−h/2
τxz dz , Mx =
∫ h/2
−h/2
σxz dz , My =
∫ h/2
−h/2
σyz dz , Mxy =
∫ h/2
−h/2
τxyz dz (4.95)
untersucht (vgl. Abb. 4.25). Die gleichen Modelle werden dann mit Symmetrierandbedingun-
gen am Oberrand ([90◦/0◦]s, [90◦/−45◦]s) bzw. Unterrand ([0◦/90◦]s, [−45◦/90◦]s) betrachtet.
Schließlich folgt noch die Untersuchung von symmetrischen, quasi-isotropen Laminaten mit
den Lagenaufbauten [45◦/−45◦/0◦/90◦]s und [90◦/0◦/−45◦/45◦]s. Für die Modelle mit Sym-
metrierandbedingungen werden nur Scheibenlasten berücksichtigt, da nur diese die in der
Laminatebene gestellten Symmetrierandbedingungen erfüllen.
Insgesamt soll stets der Fall betrachtet werden, in dem der Interaktionspunkt, wo die Zwi-
schenfaserrisse aufeinander treﬀen, hinreichend weit von anderen Störungen, wie Rissen oder
Rändern, entfernt ist. Dazu werden die Abmessungen des Laminats mit den Seitenlängen
ℓ= b=16,0mm und Lagendicken t1= t2= tk=0,1mm, k=1, ..., nt gewählt (nt: Anzahl La-
minatlagen), wobei sich der ZFR-ZFR-Interaktionspunkt im Zentrum beﬁndet (Abb. 4.25).
Damit ergibt sich ein relativer Abstand des Interaktionspunktes zum Rand von mindestens
80tk.
132
Kapitel 4 Die Skalierte-Rand-Finite-Elemente-Methode zur Analyse von 3D-Defekt-
interaktionen
Qx
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Abbildung 4.26: Querkraft- und Momentenverlauf in einseitig eingespannter, ungeschädigter
Laminat-Platte unter Querkraftbelastung.
Um die Lasten annähernd vergleichbar zu halten, trotz unterschiedlicher Laminatdicken
und vor allem unterschiedlicher Faserorientierungen36, werden statt gleicher Streckenlasten
Nx, Ny, Nxy äquivalente Durchschnittsspannungen
σeqx = Nx/tg = σ
eq
y = Ny/tg = τ
eq
xy = Nxy/tg = 10MPa (4.96)
aufgebracht (mit der Laminatgesamtdicke tg =
∑nt
k=1 tk). Um auch durch die geplanten
Plattenlasten Schichtspannungen von wenigstens gleicher Größenordnung zu erhalten, wurden
hier die gleichen äquivalenten Durchschnittsspannungen σeqx , σ
eq
y verwendet: oberhalb der
Laminatmittelebene z > 0 als Zug- und unterhalb z < 0 als Druckspannungen. Für die zwei-
lagigen Laminate (nur für diese wurden auch Plattenlasten betrachtet) ergaben sich dadurch
Streckenbiegemomente Mx=My =0,1N sowie eine Streckenquerkraft Qx= τ eqxz tg=2N/mm.
Bei letzterer ist zu beachten, dass bei der gewählten zugehörigen Lagerung (Abb. 4.26) zu-
sätzlich die in Platten üblichen, im Vergleich sehr großen Biegemomente resultieren, die sich
dem Querkraftschub überlagern. Das Streckendrillmoment ist passend zu den Streckenbie-
gemomenten ebenfalls zu Mxy =0,1N gewählt und wird durch Eckenkräfte Fxy = ∓ 2Mxy
eingeleitet.
Die aufgeführten Laminatvarianten wurden im kommerziellen Finite-Elemente-Programm
Abaqus modelliert. Die unmittelbare Umgebung des Rissinteraktionspunktes wurde aber mit
Hilfe der SBFEM abgebildet. Über eine spezielle Schnittstelle in Abaqus, die die Program-
mierung und Integration eines Superelements37 ermöglicht, wurde dieses Gebiet wiederum mit
der umgebenden FE-Diskretisierung gekoppelt. Abbildung 4.27 zeigt beispielhaft die Diskre-
tisierung des FE-Modells mit Superelement für das zweilagige [90◦/−45◦]-Laminat sowie das
achtlagige [90◦/0◦/−45◦/45◦]s. Die Modelle enthalten ca. 410 000 Knoten (ca. 1,23Mio.DOF)
bzw. ca. 855 000 Knoten (ca. 2,565Mio.DOF). Dabei kommen achtknotige Kontinuumsele-
mente (C3D8) mit linearen Ansatzfunktionen zum Einsatz. Nur wenn nicht anders möglich,
ﬁnden auch sechsknotige Elemente (C3D6, extrudierte Dreiecke) Verwendung. Nahe der ZFR
sowie nahe der Grenzﬂächen der Laminatlagen ist die Diskretisierung wesentlich verfeinert.
Ebenfalls ist darauf geachtet, genügend Elemente über eine Laminatlagendicke zu verwenden,
gerade wenn die Laminate einen merklichen Anteil an Biegung erfahren. Die betrachteten
Laminate sind in allen Lastfällen, mit Ausnahme des Querkraftlastfalls, statisch bestimmt
gelagert.38
Das SBFE-Modell (der unmittelbaren Rissinteraktionsumgebung) ist ein extrudiertes Achteck,
das sich über die Höhe zweier Laminatlagen ts= t1 + t2=0,2mm und sowohl in x- als auch
36 Die Beanspruchung der einzelnen Laminatlagen, und damit auch die lokale Beanspruchung der einzelnen
ZFR, hängt ganz wesentlich von den Faserorientierungen aller Laminatlagen ab.
37 in Abaqus als User-Element (UEL) bezeichnet
38 Es werden genau 6 Freiheitsgrade in der Art gesperrt, dass weder Starrkörperverschiebungen noch
-rotationen möglich sind.
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a-1) a-2)
b-1)
b-2) b-3)
Abbildung 4.27: Beispielhafte Darstellungen des deformierten FE-Modells mit Superelement un-
ter uniaxialer Zuglast σeqx : a) Zweilagiges [90◦/−45◦]-T800/Epoxid-Laminat. b) Halbmodell
des achtlagigen [90◦/0◦/−45◦/45◦]s-T800/Epoxid-Laminat (Symmetriebedingung oben); b-2)
Draufsicht nahe Superelement, b-3) Schnittansicht in x, z-Ebene fern von Laminatrand und
Interaktionspunkt. Deformation um den Faktor a) 5, b) 800 skaliert.
[90◦/0◦] [90◦/−45◦]
Abbildung 4.28: Diskretisierung des Gebietsrandes im SBFE-Modell für α=90◦ (links) und
α=135◦ (rechts).
in y-Richtung ebenfalls über diese Länge 2ℓs= ts=0,2mm erstreckt (Abb. 4.25). Damit ist
die Form immer noch vergleichsweise nahe an der für die Lösung des Eigenwertproblems
optimalen Kugel (äquidistanter Gebietsrand), bietet aber durch die ebenen Randabschnitte,
ähnlich wie ein Würfel, den Vorteil eines geringeren Integrationsaufwands und ist geometrisch
einfacher an die umgebende FE-Struktur anzubinden. Im Gegensatz zum Würfel gestattet es
außer bei einem Winkel zwischen den Rissfronten von α=90◦ auch bei α=135◦, dass die
ZFR jeweils senkrecht auf den Rand des SBFEM-Gebiets treﬀen. Abbildung 4.28 zeigt die
jeweilige Diskretisierung des Gebietsrandes mit einer Verfeinerung zur Grenzﬂäche und zu
den Rissfronten hin.
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Zur Kopplung des SBFE-Modells mit dem FE-Modell wird in Abaqus ein User-Element
deﬁniert, das alle Randknoten aus dem SBFE-Modell enthält. Für dieses Element wird
die mittels der SBFEM berechnete Randsteiﬁgkeitsmatrix KuB übergeben. Die einfachste
Möglichkeit, das deﬁnierte User-Element an die umgebende Struktur anzubinden, ist, es für
bereits im Modell vorhandene Knoten zu deﬁnieren. Das ist allerdings nur möglich, wenn
die Oberﬂächenvernetzung aus der SBFEM exakt mit der Vernetzung an den Anschluss-
ﬂächen der umgebenden Struktur übereinstimmt. Eine weitere Möglichkeit, die ohne diese
Voraussetzung auskommt, ist die Anbindung mittels sogenannter „TIE-Constraints“. Dann
kann das Oberﬂächennetz aus der SBFEM in Abaqus in einem eigenen sogenannten „Part“
übernommen werden, während die umgebende Struktur in weiteren ebenfalls eigenen „Parts“
deﬁniert wird. Schließlich können in der sogenannten „Assembly“ alle erstellten Parts an
den vorgesehenen Stellen positioniert und über die erwähnten „TIE-Constraints“ verbunden
werden. Aufgrund der einfacheren Umsetzbarkeit wurde letztere Möglichkeit implementiert.
Ergebnisse
In den betrachteten Struktur- und Lastsituationen treten nur reelle 3D- wie auch 2D-
Spannungssingularitäten auf. Das Vorgehen für komplexe Spannungssingularitäten, die immer
als komplex konjugierte Paare auftreten (vgl. Kap. 4.1.2), ist aber weitgehend identisch und
würde einfach auf komplex konjugierte anstatt reelle modale Wichtungsfaktoren (2.76, 4.40,
4.52) führen. Abbildung 4.27 zeigt beispielhaft für einen der betrachteten Fälle die deformierten
diskretisierten Laminatmodelle mit Superelement unter einer uniaxialen Zuglast.
In Tabelle 4.3 sind für die ZFR-ZFR-Interaktion mit Winkel α=90◦ zwischen den Rissfronten
und ZFR-Neigungswinkeln β1= β2=90◦ die modalen Wichtungsfaktoren der Deformationsmo-
den mit 3D-Spannungssingularitäten in rechteckigen CFK-Laminaten mit unterschiedlichem
Lagenaufbau und unter verschiedenen Lasten dargestellt. Dabei ist zu beachten, dass die
angegebenen Werte der modalen Wichtungsfaktoren, wie in allen Ergebnisdarstellungen dieses
Kapitels, zur besseren Lesbarkeit mit 103 multipliziert wurden. Weiterhin entsprechen die
Deformationsmoden den in Abbildung 4.10 gezeigten.
Wie bereits in Kapitel 4.2.2 angedeutet ist hier nun klar erkennbar, dass durch Lasten
parallel und oder unmittelbar senkrecht zu den Faserorientierungen vor allem die 3D-
Rissöﬀnungsmoden co1 & co2 angesprochen werden und im biaxialen Lastfall (σeqx = σ
eq
y )
sogar fast nur39 Deformationsmodus co1 angesprochen wird. Durch eine Schubbelastung
in der Laminatebene τ eqxy wird, wie erwartet, besonders Deformationsmodus ct1 angeregt.
Deformationsmodus ct2 wird durch ein auf die Laminatplatte aufgebrachtes Drillmoment
Mxy hervorgerufen und ist in diesem Fall, wie co1 im biaxialen Lastfall, sogar der einzige
angesprochene Deformationsmodus. Ebenfalls alleine angesprochen wird Deformationsmodus
co2 durch eine gleichzeitige Belastung der Laminatplatte mit Biegemomenten Mx=My.
Erwartungsgemäß treten schließlich die Deformationsmoden cs1 und cs2 bei Querkraftschub
und damit bei der Streckenquerkraftbelastung Qx auf. Allerdings werden aufgrund des großen
überlagerten BiegemomentsMx, das gleichzeitig aus der Streckenquerkraftbelastung resultiert,
auch andere Deformationsmoden angesprochen. Insbesondere co1 und co2 weisen deshalb
sehr große modale Wichtungsfaktoren cco1 und cco2 auf, während ccs1 und ccs2 entsprechend
39 Tatsächlich werden auch noch weitere höhere Deformationsmoden angesprochen, aber co1 als einziger, der
auch eine 3D-Spannungssingularität anspricht.
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Tabelle 4.3: Modale Wichtungsfaktoren cj für einen Winkel α=90◦ zwischen den Rissfronten in
rechteckigen T800/Epoxid-Verbund-Laminaten (CFK) mit Kantenlängen ℓ= b=16mm und La-
gendicken tk=0,1mm für diverse Lagenaufbauten und Lastfälle (Scheibenlasten mit Nx, Ny, Nxy
mit äquivalenten Randspannungen σeqx , σ
eq
y , τ
eq
xy und Plattenlasten Mx,My,Mxy, Qx).
Deformationsmodus (j) co1 (7) co2 (9) cs1 (5) cs2 (6) ct1 (4) ct2 (8)
Sing.-Exp. Re(1−λj) 0,456 0,162 0,480 0,480 0,630 0,356
m
o
d
a
le
r
W
ic
h
tu
n
g
sf
a
k
to
r
c j
·1
0
3
Lastfall Lagenaufbau
σeqx
10MPa
[90◦/0◦] 0,3756 −0,6015 − − − −
[0◦/90◦]s 0,0822 −0,1353 − − − −
[90◦/0◦]s 0,0884 −0,1295 − − − −
[±45◦/0◦/90◦]s 0,0795 −0,2413 0,0003 0,0003 0,0004 −0,0015
σeqy
10MPa
[90◦/0◦] 0,3756 0,6017 − − − −
[0◦/90◦]s 0,0884 0,1295 − − − −
[90◦/0◦]s 0,0822 0,1353 − − − −
[±45◦/0◦/90◦]s 0,0509 0,2108 0,0003 −0,0003 −0,0017 0,0016
σeqx =σ
eq
y
10MPa
[90◦/0◦] 0,7512 0,0002 − − − −
[0◦/90◦]s 0,1708 0,0058 − − − −
[90◦/0◦]s 0,1708 0,0058 − − − −
[±45◦/0◦/90◦]s 0,1304 −0,0304 0,0006 − −0,0014 −
τ eqxy
10MPa
[90◦/0◦] − − − − −0,7848 −
[0◦/90◦]s − − − − −0,7852 −0,0042
[90◦/0◦]s − − − − −0,7852 −0,0042
[±45◦/0◦/90◦]s 0,0035 0,0016 − − −0,1277 −0,0958
Mx [90
◦/0◦] −0,3026 0,4861 − − − −
My [90
◦/0◦] 0,3026 0,4861 − − − −
Mxy [90
◦/0◦] − − − − − −1,5324
Qx [90
◦/0◦] 47,4216 −78,6188 0,4080 0,3809 0,0047 −0,0023
Achtung: Die Werte der modalen Wichtungsfaktoren sind zur besseren Lesbarkeit mit 103 multipliziert.
„−“ steht für einen Betrag des modalen Wichtungsfaktors |cj | < 10−7.
der Wahl der Größe der aufgebrachten Randlast τ eqxz =10MPa von ähnlicher Größenord-
nung wie die modalen Wichtungsfaktoren der übrigen Lastfälle sind. Das durchschnittliche
Streckenbiegemoment im vertikalen Schnitt bei x= ℓ/2 beträgt
1
b
∫ b
0
Mx(x= ℓ/2,y) dy =
ℓ
2b
∫ b
0
−Qx dy = −2N/mm · 8mm = −16N = −160Mx .
Die Verhältnisse zwischen den modalen Wichtungsfaktoren, die im Momentenlastfall ungleich
null sind, und den entsprechenden modalen Wichtungsfaktoren des Querkraftlastfalls liegen
ebenfalls jeweils gerade um −160,
cco1(Qx)/cco1(Mx) ≈ −157 , cco2(Qx)/cco2(Mx) ≈ −162 ,
sodass es naheliegend erscheint, dass die Anregung dieser Deformationsmoden weitgehend
auf das zusätzlich hervorgerufene Biegemoment zurückzuführen ist.
Im Folgenden sollen weitere Lastfälle und Laminataufbauten mit α=90◦ detaillierter be-
trachtet werden. Im Falle uniaxialen Zuges in x-Richtung (σeqx =10MPa) ist der modale
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Wichtungsfaktor cco1 positiv, was zunächst für eine Rissöﬀnung beider ZFR spricht. Gleich-
zeitig ist aber cco2 negativ, was die zu erwartende weitere Rissöﬀnung des unteren ZFR und
gleichzeitig eine (zumindest teilweise) Rissschließung des oberen ZFR bewirkt (vgl. Abb. 4.10).
Bezogen auf den Radius r=0,1mm anstatt r=1mm zeigt sich, dass die Rissöﬀnung auch
des oberen ZFR letztendlich leicht überwiegt:
[90◦/0◦] : 0,62 ≈ −cco1/cco2 >
(
ξ(r=0,1mm)
)λco2−λco1 ≈ 0,51 für cco2 < 0 .
Dies gilt ähnlich auch für die symmetrischen Kreuzverbunde [0◦/90◦]s und [90◦/0◦]s, wobei es
bei diesen aufgrund der Symmetrie keine überlagerten Biegemomente gibt – weder aufgrund
des Lagenaufbaus noch aufgrund der asymmetrischen Erstschädigung. Daher sind die modalen
Wichtungsfaktoren hier merklich kleiner. Beim quasi-isotropen Laminat mit Lagenaufbau
[±45◦/0◦/90◦]s ist das Verhältnis −cco1/cco2 ≈ 0,33 < 0,51 und damit zu klein für eine
Rissöﬀnung über die vollständigen Rissﬂanken der ZFR in den 0◦-Lagen. Dies entspricht der
Erwartung, da die Rissöﬀnung hier durch die Nachbarlage unmittelbar restringiert ist. Letzt-
endlich muss aber der ZFR in den 0◦-Lagen aufgrund der dort herrschenden Querkontraktion
zumindest leicht geöﬀnet sein. Da nahe der ZFR-Rissfront der Deformationsmodus mit dem
kleineren Abklingexponenten, also co1, dominiert (in diesem speziellen Fall bis r=0,023mm)
ist dies auch gegeben.
Uniaxialer Zug in y-Richtung muss im Kreuzverbund zu den gleichen modalen Wichtungsfak-
toren aber mit Vorzeichenumkehr bei Deformationsmodus co2 führen: Während weiterhin
beide ZFR öﬀnen sollen und damit auch weiter cco1 > 0 gelten soll, ist es nun aber der untere
ZFR, der sich teilweise auch wieder etwas schließen soll, d. h. cco2 > 0. Die Vorzeichenumkehr
ﬁndet auch bei den übrigen asymmetrischen Deformationsmoden statt. Die Ergebnisse des
biaxialen Zuges entsprechen der Superposition der beiden uniaxialen Lastfälle.
In der Literatur wird häuﬁg berichtet, dass sich ZFR in äußeren Laminatlagen, deren Fasern
quer zur Lastrichtung orientiert sind, tendenziell etwas früher als in inneren Laminatlagen,
deren Fasern quer zur Lastrichtung orientiert sind, bilden (z. B. Nairn u. Hu (1992a)). Dies ist
imWesentlichen auf die außen fehlende Restriktion bezüglich der ZFR-Öﬀnung zurückzuführen.
Diese Tendenz zur höheren Kritikalität von ZFR mit geringerer Öﬀnungsrestriktion lässt sich
auch anhand der hier berechneten modalen Wichtungsfaktoren bei uniaxialem Zug erkennen.
So ist gerade cco1 etwas größer, wenn die stärker öﬀnenden ZFR (quer zur Lastrichtung x)
im Laminatinneren ([0◦/90◦]s) oder außen ([90◦/0◦]s) liegen.40 Dass sich keine deutlicheren
Unterschiede ergeben, liegt daran, dass auch die inneren ZFR dadurch, dass sie praktisch
unmittelbar an einen weiteren gleich orientierten ZFR grenzen (bzw. sich der ZFR über
die doppelte Lagendicke öﬀnen darf), eine abgeschwächte Öﬀnungsrestriktion erfahren. Ein
deutlicheres Beispiel liefert das quasi-isotrope Laminat, das einmal in x-Richtung und einmal
in y-Richtung uniaxial belastet wird. Dieser Wechsel der Lastrichtung entspricht gerade einem
Tausch von 0◦- und 90◦-Lagen, wobei weiterhin angenommen werden soll, dass der Tausch der
äußeren ±45◦-Lagen keinen dominierenden Einﬂuss auf die modalen Wichtungsfaktoren hat.
Die beiden ZFR in den 90◦-Lagen erfahren hier eine deutlich geringere Öﬀnungsbehinderung als
die ZFR in den 0◦-Lagen, sodass eine uniaxiale Belastung in x-Richtung nun zu betragsmäßig
merklich stärkeren modalen Wichtungsfaktoren cco1 (+56%) und cco2 (+14%) führt als eine
uniaxiale Belastung in y-Richtung.
40 Diese Zuordnung der Laminatlagenaufbauten gilt nur für uniaxialen Zug in x-Richtung und dreht sich bei
uniaxialem Zug in y-Richtung gerade um.
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Tabelle 4.4: Modale Wichtungsfaktoren cj für einen Winkel α=135◦ zwischen den Rissfronten in
rechteckigen T800/Epoxid-Verbund-Laminaten (CFK) mit Kantenlängen ℓ= b=16mm und La-
gendicken tk=0,1mm für diverse Lagenaufbauten und Lastfälle (Scheibenlasten mit Nx, Ny, Nxy
mit äquivalenten Randspannungen σeqx , σ
eq
y , τ
eq
xy und Plattenlasten Mx,My,Mxy, Qx).
Deformationsmodus j (4) (5) (6) (7) (8)
Sing.-Exp. Re(1−λj) 0,701 0,597 0,385 0,347 0,342
m
o
d
a
le
r
W
ic
h
tu
n
g
sf
a
k
to
r
c j
·1
03
Lastfall Lagenaufbau
σeqx
10MPa
[90◦/−45◦] 0,8130 −0,0002 −0,2946 0,1968 0,0003
[−45◦/90◦]s 0,6139 −0,0001 −0,1018 −0,2092 0,0003
[90◦/−45◦]s 0,6139 −0,0001 −0,1030 −0,2030 0,0003
σeqy
10MPa
[90◦/−45◦] 0,0412 − 0,2862 0,2742 −
[−45◦/90◦]s 0,0010 − 0,1012 0,0745 −
[90◦/−45◦]s 0,0010 − 0,1023 0,0695 −
σeqx =σ
eq
y
10MPa
[90◦/−45◦] 0,8551 −0,0001 −0,0084 0,4710 0,0003
[−45◦/90◦]s 0,6149 −0,0001 −0,0006 −0,1348 0,0003
[90◦/−45◦]s 0,6149 −0,0001 −0,0007 −0,1335 0,0003
τ eqxy
10MPa
[90◦/−45◦] 0,7712 −0,0001 0,5791 −0,0647 −0,0001
[−45◦/90◦]s 0,6114 −0,0002 0,2029 −0,2665 0,0005
[90◦/−45◦]s 0,6114 −0,0002 0,2031 −0,2756 0,0003
Mx=0,1N [90
◦/−45◦] −0,0321 0,0001 0,1001 −0,1867 −0,0002
My =0,1N [90
◦/−45◦] 0,0374 − 0,2175 0,2128 0,0001
Mxy =0,1N [90
◦/−45◦] −0,0794 − 0,1345 −0,4522 −0,0007
Qx=2
N
mm [90
◦/−45◦] 2,0648 1,7811 −24,4214 23,6380 −0,6086
Achtung: Die Werte der modalen Wichtungsfaktoren sind zur besseren Lesbarkeit mit 103 multipliziert.
„−“ steht für einen Betrag des modalen Wichtungsfaktors |cj | < 10−7.
Weiterhin ist Tabelle 4.3 zu entnehmen, dass das komplexere quasi-isotrope Laminat über
alle Scheibenlasten hinweg tendenziell mehr Deformationsmoden anspricht. Im Falle der
uniaxialen Zuglasten sowie deren Kombination bei biaxialem Zug sind die daraus entstehenden
Beiträge der anderen Deformationsmoden noch sehr klein (ccs1, ccs2, cct1, cct2 < 2 · 10−6,
während cco1 > 5 · 10−5). Für den ebenen Schublastfall τ eqxy wird der im asymmetrischen
wie symmetrischen Kreuzverbund noch kaum angesprochene Deformationsmodus ct2 aber
nun merklich angeregt cct2 ≈ 9,6 · 10−5 und führt auf einen modalen Wichtungsfaktor von
ähnlicher Größenordnung wie der des vorher gänzlich dominanten Deformationsmodus ct1
mit cct1 ≈ 12,8 · 10−5. Das bedeutet, die Anregung des sehr kritischen Deformationsmodus ct1
wird spürbar abgeschwächt (−84%), sodass insgesamt die gegenüber einem Kreuzverbund zu
erwartende41 wesentliche Entschärfung der Situation eintritt.
In Tabelle 4.4 sind für die ZFR-ZFR-Interaktion nun mit dem Winkel α=135◦ zwischen
den Rissfronten die modalen Wichtungsfaktoren der Deformationsmoden mit 3D-Spannungs-
singularitäten in ebenfalls rechteckigen CFK-Laminaten unter verschiedenen Lasten dargestellt.
Die Deformationsmoden entsprechen den in Abbildung 4.11 gezeigten. Da hier kein eindeutiges
Benennungskonzept vorliegt, sind die Deformationsmoden aufsteigend nach der Größe ihrer
zugehörigen Abklingexponenten λj und damit indirekt auch absteigend in der Stärke ihrer 3D-
41 Die ±45◦-Lagen im quasi-isotropen Laminat nehmen den Großteil der ebenen Schublast auf, sodass die
schubweichen 0◦- und 90◦-Lagen gegenüber einem reinen Kreuzverbund eine sehr viel kleinere Deformation
erfahren.
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Spannungssingularitäten geordnet. Die Nummerierung beginnt erst bei (4), da die ersten drei
Deformationsmoden im positiven Spektrum Λp die Starrkörpermoden mit λ=0 darstellen.
Nun existieren zwei Deformationsmoden mit starken 3D-Spannungssingularitäten, von denen
eine nochmals deutlich stärker als die einzige starke im Falle mit α=90◦ ist. Es fällt auf, dass
die stärkste Spannungssingularität für alle Lastfälle angesprochen wird – besonders für die
Scheibenlasten. Nur bei uniaxialem Zug in y-Richtung ist die Anregung vergleichsweise gering:
Hier liegt ein ZFR parallel zur Lastrichtung und auch der zweite ZFR ist gegenüber der
Lastrichtung nur um 45◦ gedreht, sodass die für diesen Deformationsmodus charakteristische
Rissöﬀnung kaum stattﬁndet.
Die Deformationsmoden (6) und (7) treten ebenfalls in fast allen Lastfällen auf. Hierzu ist
anzumerken, dass die Zuordnung der in Kapitel 4.2.2 vorgestellten Deformationsmoden zu den
betrachteten Lastfällen für α=135◦ nicht mehr so eindeutig zu bestätigen ist, wie es noch bei
α=90◦ möglich war. Dies liegt darin begründet, dass bei der Betrachtung der Randwertproble-
me die Orientierung der ZFR relativ zu den Laminatkanten eine andere als in Abbildung 4.11
ist. Unter biaxialem Zug spielt dies jedoch keine Rolle, sodass Deformationsmodus (6), der in
Kapitel 4.2.2 als vor allem durch eine ebene Schubbeanspruchung anregbar identiﬁziert wurde,
erwartungsgemäß weitgehend unangesprochen bleibt. Dass er im Schublastfall vergleichsweise
große Beiträge liefert, dient als weitere Bestätigung. Deformationsmodus (7) liefert seine
relativ zu den anderen Deformationsmoden größten Anteile, ebenfalls übereinstimmend mit
den Aussagen aus Kapitel 4.2.2, unter der Drillmomentenbelastung Mxy sowie Mx. Die
Deformationsmoden (5) und (8) mit hauptsächlich Schubdeformationen der beiden ZFR in
der Laminatvertikalen bleiben erwartungsgemäß von Scheibenlasten weitgehend unberührt.
Sie werden wieder durch die Querkraftbelastung des Laminats angesprochen, wobei das
überlagerte, aus der Querkraftbelastung resultierende große Biegemoment auch wieder zu
einer starken Anregung der übrigen Deformationsmoden führt.
Wie schon für die Laminate mit α=90◦ macht es hier für die Laminate mit α=135◦ kaum
einen Unterschied, ob ein Lagenaufbau [−45◦/90◦]s oder [90◦/−45◦]s verwendet wird. Daher
spielen bei der Vorstellung der folgenden Ergebnisse für GFK-Verbunde nicht mehr die
Ergebnisse für beide, sondern nur noch einen symmetrischen Lagenaufbau eine Rolle.
Die Tabellen 4.5 und 4.6 zeigen die modalen Wichtungsfaktoren für die gleichen Struktur-
und Lastsituationen, wie sie bisher für den T800/Epoxid-Verbund (CFK) gezeigt worden
sind, aber nun für einen typischen GFK-Verbund. Da die Deformationsmoden für unter-
schiedliche Anisotropiegrade (aber bei gleicher lokaler Geometrie und Materialorientierung)
sehr ähnlich sind und sich auf den ersten Blick vor allem durch die zugehörigen Spannungs-
singularitätsexponenten unterscheiden (vgl. Kap. 4.2.2) sind auch die resultierenden modalen
Wichtungsfaktoren für CFK und GFK bei gleichen Lastfällen ähnlich: Es werden die gleichen
Deformationsmoden mit gleichen Vorzeichen angesprochen. Auch die Größenverhältnisse
der Deformationsmoden untereinander (bei einem bestimmten Lastfall) sind ähnlich, aber
erwartungsgemäß nicht identisch. Sind also die genauen Verhältnisse der modalen Wichtungs-
faktoren untereinander oder gar ihre absolute Größe gefragt, sind sie für jeden Materialfall
separat zu ermitteln.
Aufgrund der unterschiedlichen Spannungssingularitätsexponenten sind die modalen Wich-
tungsfaktoren für CFK und GFK generell schwer vergleichbar. Trotzdem fällt auf, dass die mo-
dalen Wichtungsfaktoren für die meisten Deformationsmoden mit 3D-Spannungssingularitäten
bei GFK etwas größer sind. Schon im 2D-Fall des einfachen ZFR unter Annahmen des GEVZ
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Tabelle 4.5: Modale Wichtungsfaktoren cj für einen Winkel α=90◦ zwischen den Rissfronten
in rechteckigen GFK-Verbund-Laminaten mit Kantenlängen ℓ= b=16mm und Lagendicken
tk=0,1mm für diverse Lagenaufbauten und Lastfälle (Scheibenlasten mit Nx, Ny, Nxy mit äqui-
valenten Randspannungen σeqx , σ
eq
y , τ
eq
xy und Plattenlasten Mx,My,Mxy, Qx).
Deformationsmodus j co1 (5) co2 (8) cs1 (6) cs2 (7) ct1 (4) ct2 (9)
Sing.-Exp. Re(1−λj) 0,531 0,263 0,490 0,490 0,620 0,2577
m
o
d
a
le
r
W
ic
h
tu
n
g
sf
a
k
to
r
c j
·1
0
3
Lastfall Lagenaufbau
σeqx
10MPa
[90◦/0◦] 0,4834 −0,8931 − − 0,0001 0,0017
[0◦/90◦]s 0,1528 −0,3003 − − − 0,0005
[±45◦/0◦/90◦]s 0,1455 −0,4034 0,0002 0,0002 0,0001 −0,0013
σeqy
10MPa
[90◦/0◦] 0,4834 0,8931 − − − −0,0019
[0◦/90◦]s 0,1654 0,2700 − − − −0,0006
[±45◦/0◦/90◦]s 0,0924 0,3302 0,0002 −0,0002 −0,0021 0,0030
τ eqxy
10MPa
[90◦/0◦] − − − − −0,7449 −
[0◦/90◦]s − − − − −0,7451 −0,0063
[±45◦/0◦/90◦]s 0,0022 0,0010 − − −0,2813 −0,2978
Mx [90
◦/0◦] −0,3844 0,7045 − − − −0,0014
My [90
◦/0◦] 0,3844 0,7045 − − − −0,0014
Mxy [90
◦/0◦] − − − − − −2,0691
Qx [90
◦/0◦] 57,4839 −117,3978 0,6048 0,5744 0,0050 0,2427
Achtung: Die Werte der modalen Wichtungsfaktoren sind zur besseren Lesbarkeit mit 103 multipliziert.
„−“ steht für einen Betrag des modalen Wichtungsfaktors |cj | < 10−7.
Tabelle 4.6: Modale Wichtungsfaktoren cj für einen Winkel α=135◦ zwischen den Rissfronten
in rechteckigen GFK-Verbund-Laminaten mit Kantenlängen ℓ= b=16mm und Lagendicken
tk=0,1mm für diverse Lagenaufbauten und Lastfälle (Scheibenlasten mit Nx, Ny, Nxy mit äqui-
valenten Randspannungen σeqx , σ
eq
y , τ
eq
xy und Plattenlasten Mx,My,Mxy, Qx).
Deformationsmodus j (4) (5) (6) (7) (8)
Sing.-Exp. Re(1−λj) 0,732 0,626 0,468 0,374 0,307
m
o
d
a
le
r
W
ic
h
tu
n
g
sf
a
k
to
r
c j
·1
0
3
Lastfall Lagenaufbau
σeqx
10MPa
[90◦/−45◦] 0,6381 −0,0001 −0,3576 0,2489 0,0007
[−45◦/90◦]s 0,4215 −0,0001 −0,1973 −0,1049 0,0004
σeqy
10MPa
[90◦/−45◦] 0,0672 − 0,3589 0,3259 −
[−45◦/90◦]s 0,0083 − 0,1827 0,1629 −0,0001
σeqx =σ
eq
y
10MPa
[90◦/−45◦] 0,7053 − 0,0014 0,5747 0,0006
[−45◦/90◦]s 0,4299 −0,0001 −0,0146 0,0581 0,0003
τ eqxy
10MPa
[90◦/−45◦] 0,5713 0,0001 0,7195 −0,0827 −0,0008
[−45◦/90◦]s 0,4137 − 0,3568 −0,2469 0,0003
Mx=0,1N [90
◦/−45◦] −0,0475 0,0002 0,2095 −0,1852 −0,0007
My =0,1N [90
◦/−45◦] 0,0528 − 0,2584 0,2011 0,0001
Mxy =0,1N [90
◦/−45◦] −0,1115 − 0,0510 −0,4411 −0,0019
Qx=2
N
mm [90
◦/−45◦] 4,9735 1,3372 −41,3433 22,0271 −0,7171
Achtung: Die Werte der modalen Wichtungsfaktoren sind zur besseren Lesbarkeit mit 103 multipliziert.
„−“ steht für einen Betrag des modalen Wichtungsfaktors |cj | < 10−7.
140
Kapitel 4 Die Skalierte-Rand-Finite-Elemente-Methode zur Analyse von 3D-Defekt-
interaktionen
war anhand des Spannungssingularitätsexponenten zu beobachten, dass sich die beiden schwä-
cheren Spannungssingularitäten bei GFK etwas kritischer, die starke Spannungssingularität
aber weniger kritisch als bei CFK darstellte (Abb. 4.7). Ähnliches war auch für Spannungssin-
gularitätsexponenten der 3D-Deformationsmoden zu beobachten (vgl. Kap. 4). So sind auch
für die Deformationsmoden co1, co2, cs1 und cs2 die Spannungssingularitätsexponenten bei
GFK kritischer. Für Deformationsmodus ct1, der jeweils die stärkste Spannungssingularität
stellt, und Deformationsmodus ct2 sind sie aber weniger kritisch. Ähnlich sind auch die
modalen Wichtungsfaktoren bei der überwiegenden Anzahl der Deformationsmoden, die aber
gerade nicht die jeweils stärkste Spannungssingularität stellen, bei GFK eher größer. Bei den
Deformationsmoden mit den stärksten Spannungssingularitäten liefert hingegen durchweg
CFK die größeren modalen Wichtungsfaktoren.
Fazit
Schließlich stellt sich die Frage, welche Schlussfolgerungen aus den gewonnenen Erkenntnissen
gezogen und wie sie gewinnbringend eingesetzt werden können. Zunächst lässt sich eine
Klassiﬁzierung nach Kritikalität der Struktursituationen anhand der gefundenen Spannungs-
singularitätsexponenten durchführen. Dabei sind vor allem Struktursituationen mit starken
Spannungssingularitäten und damit Energiefreisetzungsraten G → ∞ als besonders instabil
und somit kritisch einzuschätzen. Diese starken Spannungssingularitäten müssen aber auch
aktiv sein, um ihr kritisches Potential entfalten zu können. Dazu hat die Untersuchung der
unterschiedlichen Laminate und deren Randwertprobleme gezeigt, dass in solch komplexen
Strukturen, wie sie hier betrachtet wurden, und in denen mehrere Defekte unmittelbar inter-
agieren, nur in Spezialfällen nicht alle Deformationsmoden mit 3D-Spannungssingularitäten
angesprochen werden. Dies hat sich besonders in der Untersuchung der Laminate mit dem
Winkel α=135◦ zwischen den Rissfronten bemerkbar gemacht, in denen die Symmetrien
der Belastung zumeist nicht mehr mit den Symmetrien der betrachteten Struktur überein-
stimmten. Generell muss also immer mit dem Ansprechen aller Deformationsmoden gerechnet
werden. Folglich ist in einem ersten Schritt eine vergleichsweise weniger aufwendige Unter-
suchung nur der Spannungssingularitätsexponenten gerechtfertigt und die Ergebnisse aus
Kapitel 4.2.1 zu den asymptotischen Nahfeldern sind hinreichend.
Für eine detailliertere Untersuchung ist zusätzlich die Größe der modalen Wichtungsfaktoren
in den jeweiligen Struktursituationen und Lastfällen zu betrachten. Denn selbst wenn alle
Deformationsmoden angesprochen werden, muss es natürlich einen Unterschied machen,
wie stark sie jeweils angeregt werden. Dabei ist zu beachten, dass Spannungssingularitäten
zunächst ein rein theoretisches Ergebnis der linearen Elastizität sind. In realen Strukturen wer-
den sie in ihrer unmittelbaren Umgebung durch inelastische Deformationen abgebaut, sodass
auch in sehr spröden Werkstoﬀen, in denen dieser Bereich inelastischer Deformationen sehr
klein ist, die eigentliche elastizitätstheoretische Lösung erst in gewissem Abstand wieder nähe-
rungsweise Gültigkeit besitzt. Werden also sogar starke Spannungssingularitäten nur schwach
angesprochen, kann trotzdem eine viel stärker angesprochene schwache Spannungssingularität
die Gesamtstrukturantwort, und damit den Versagensprozess, dominieren.
Des Weiteren bleibt festzuhalten, dass die modalen Wichtungsfaktoren von Deformations-
moden unterschiedlicher Spannungssingularitäten nicht direkt vergleichbar sind. Damit sind
automatisch auch die meisten Struktursituationen untereinander nicht direkt vergleichbar.
Dies stellt das Konzept des modalen Wichtungsfaktors bzw. GSIF als unmittelbaren Bru-
chindikator nicht zwingend generell infrage. Wie in der Arbeit von Labossiere u. Dunn
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(2001) gezeigt, kann es, sprödes Versagen vorausgesetzt, bei gleichbleibender Lastvertei-
lung immer zur Abbildung eines Größeneﬀektes eingesetzt werden. Um jedoch wenigstens
noch unterschiedliche Lastsituationen einer Strukturkonﬁguration abbilden zu können, wä-
re im allgemeinen dreidimensionalen Fall mit mehreren 3D-Spannungssingularitäten schon
ein Mixed-Mode-Bruchkriterium notwendig, das die Interaktion aller Deformationsmoden
mit Spannungssingularitäten und dabei zusätzlich auch noch deren Abklingverhalten mit
berücksichtigt. Diesen experimentellen Aufwand zur Beschaﬀung kritischer modaler Wich-
tungsfaktoren und/oder den konzeptionellen Aufwand zur Beschaﬀung hoch entwickelter
Mixed-Mode-Bruchkriterien für jede einzelne zu betrachtende, mitunter sehr spezielle Struk-
turkonﬁguration zu betreiben, kann durchaus fragwürdig sein.
Einen allgemeineren Ansatz, der an die Stelle eines komplexen Mixed-Mode-Bruchkriteriums
treten kann und weniger experimentelle Ergebnisse (dafür aber umso mehr numerische Berech-
nungen) erfordert, bietet ein gekoppeltes Spannungs- und Energiekriterium im Rahmen der
Bruchmechanik ﬁniter Risse. Dieses kommt stets ausschließlich mit den beiden tatsächlichen
Materialparametern Festigkeit und Bruchzähigkeit aus.
Um das gekoppelte Spannungs- und Energiekriterium auswerten zu können, ist jedoch
noch mehr nötig als die Bestimmung der modalen Wichtungsfaktoren einer bestimmten
Struktursituation: Zusätzlich sind etliche mögliche Folge-Risskonﬁgurationen und damit die
angedeuteten vielen weiteren Modelle und Berechnungen erforderlich. Eine vergleichsweise
eﬃziente numerische Umsetzung der Betrachtung dieser Folge-Risskonﬁgurationen, die auf
einer asymptotischen Methodik zur Lösung eines Zweirandproblems mittels der SBFEM
basiert, wird in Kapitel 6 präsentiert. Ein konkreter Anwendungsfall mit Umsetzung des
gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums im Rahmen der Bruchmechanik ﬁniter Risse
ist Gegenstand der Untersuchungen in Kapitel 7.
Bevor sich aber weiter dem Thema der Bewertung von Spannungssingularitäten gewidmet wird,
wird im nun folgenden Kapitel eine Erweiterung der klassischen SBFEM zur Steigerung von
sowohl Eﬃzienz als auch Genauigkeit der Spannungsanalyse von 3D-Spannungssingularitäten
vorgeschlagen.

Kapitel 5
Erweiterung der
Skalierte-Rand-Finite-Elemente-Methode um eine
Anreicherung mit 2D-Nahfeldlösungen
Die Untersuchungen der im vorherigen Kapitel betrachteten Randwertprobleme ergaben, dass
sowohl die Konvergenz als auch die Genauigkeit der Verschiebungslösung gerade bei Rissin-
teraktionsproblemen mitunter wesentlich reduziert sind. Tatsächlich führt die Anwesenheit
von Diskontinuitäten mit singulären Spannungen auf dem diskretisierten Gebietsrand wie
auch in der klassischen FEM zu einer Abnahme der Konvergenzordnung (siehe auch Apel
et al. (2002b)).
Innerhalb dieses Kapitels wird der diskretisierte Gebietsrand, insbesondere im Zusammen-
hang mit dort auftretenden Spannungssingularitäten, ausdrücklich nicht als tatsächlicher
Rand/tatsächliche Oberﬂäche eines Körpers angesehen. Wie z. B. schon von Benthem (1977)
aber auch innerhalb dieser Arbeit im vorherigen Kapitel gezeigt, stellen Liniensingularitäten,
die auf den Rand eines elastischen Körpers treﬀen (egal ob frei, belastet oder eingespannt)
i. A. eigene 3D-Struktursituationen dar. Sie besitzen eigene dreidimensionale asymptoti-
sche Nahfelder mit 3D-Spannungssingularitäten, zugehörigen 3D-Deformationsmoden und
3D-Abklingverhalten. Um solche komplexen Felder bestimmen zu können, wurde im vorange-
henden Kapitel der tatsächliche Rand des betrachteten Körpers in der Umgebung des Punktes,
wo die Liniensingularität auf diesen Rand triﬀt, gerade nicht diskretisiert, sondern statt
dessen das Skalierungszentrum dort platziert. Entlang der Liniensingularität muss aber nach
Aksentian (1967) das asymptotische 2D-Nahfeld existieren. Damit dieses für jeden beliebigen
virtuellen Rand (vor allem die im Körperinneren liegenden) dargestellt werden kann, muss
dieses 2D-Feld von den Ansatzfunktionen auf dem diskretisierten virtuellen Gebietsrand
dargestellt werden. Deshalb ist die Stärke der Liniensingularität ausschlaggebend für die
Konvergenz des Randwertproblems (Gl. (5.2)).
Am Beispiel einer Pyramide mit quadratischer Basis und Riss, der von ihrer Spitze bis zum
Zentrum ihrer Basis verläuft, sollen diese Ausführungen kurz illustriert werden (Abb. 5.1).
Der Riss ist rötlich dargestellt. Seine Rissfront triﬀt sowohl an der Pyramidenspitze S1
als auch an der Pyramidenbasis in S2 auf den Pyramidenrand. Um die dreidimensionalen
asymptotischen Felder an S1 und S2 im Rahmen einer SBFE-Modellierung zu erfassen, ist eine
Gebietszerlegung in einen oberen und einen unteren Teil gemäß Abbildung 5.1b notwendig,
wobei je ein Skalierungszentrum an S1 und S2 platziert wird. Das obere Teilgebiet stellt
wiederum selbst eine Pyramide dar, von welcher nur die Basis (in Abb. 5.1b mit 4 Elementen)
diskretisiert wird.1 Die Basis des unteren Teilgebiets ist nicht diskretisiert, sondern nur
seine Deckﬂäche und Seitenﬂächen (in Abb. 5.1b mit 4 + 8 Elementen). Das sich entlang
1 Diese Struktursituation wurde von Hell u. Becker (2016b) hinsichtlich auftretender Spannungssingulari-
tätsexponenten und deren Konvergenz untersucht.
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S1
S2
a) b)
Abbildung 5.1: Pyramide mit quadratischer Basis, deren Zentrum direkt unterhalb der Pyra-
midenspitze liegt, und Riss, der von Pyramidenspitze bis zum Zentrum der Pyramidenbasis
verläuft und dort (an S1 und S2) jeweils 3D-Spannungssingularitäten ausbilden kann. (b) SBFE-
Modellierung mit Unterteilung in zwei Teilgebiete mit Skalierungszentren bei S1 bzw. S2.
der Rissfront ausbildende 2D-Rissspitzennahfeld ist dann nur von der Diskretisierung auf
der den beiden Pyramidenteilen gemeinsamen, diskretisierten Schnittﬂäche (in Abb. 5.1b
mit 4 Elementen) abzubilden. Genau hier liegt, sehr ähnlich wie in der klassischen FEM
(vgl. Kap. 2.3.3 f.), der Ursprung für die Verschlechterung der Konvergenzeigenschaften in der
SBFE-Modellierung einer solchen Struktursituation.
Nach den Konvergenzbeweisen von Apel et al. (2002b) ist für FEM-Eigenanalyse-Methoden
bei „glatten“ Randwertproblemen mit konvexen Rändern2 eine Konvergenz der Singularitäts-
exponenten (λ3D − 1) von
||λ3D − λ3D,exakt|| ≤ Ch2p (5.1)
zu erwarten (mit Konstante C, einer charakteristischen Elementabmessung h und Ansatz-
ordnung p, vgl. Kap. 2.3.3 f.). D.h., im Falle linearer Ansatzpolynome kann quadratische
Konvergenz, im Falle quadratischer Ansatzpolynome bereits quartische Konvergenz der
Singularitätsexponenten erwartet werden. Hingegen ist die Konvergenzordnung im Falle
eines Randwertproblems mit Spannungssingularitäten auf dem diskretisierten Gebietsrand,
unabhängig von der verwendeten Ansatzordnung, auf das Zweifache des kleinsten Spannungs-
singularitätsexponenten (λ2D − 1) der Liniensingularität plus 2 begrenzt:
||λ3D − λ3D,exakt|| ≤ Ch2λ2D . (5.2)
Dies gilt zwar nur für diejenigen Deformationsmoden, die ein Ansprechen der entsprechenden
2D-Singularität beinhalten, häuﬁg sind es jedoch genau diese, die von besonderem Interesse
sind. Es kann also, wie in Hell u. Becker (2016a) durch numerische Experimente gezeigt, z. B. im
Falle einer Rissspitze, die auf dem diskretisierten Rand eines homogen-isotropen Gebiets liegt,
nur noch mit einer linearen Konvergenz gerechnet werden. Dies gilt unabhängig von der Wahl
der Ansatzpolynome.3 Diese Konvergenzabschätzungen für FEM-Eigenanalyse-Methoden
2 Innerhalb dieses Kapitels seien nur Randwertprobleme mit konvexen Rändern betrachtet, sodass der negative
Teil des Eigenwertspektrums stets vernachlässigt werden kann und somit alle erwähnten Abklingexponenten
Bestandteil des positiven Spektrums sind.
3Ansatzpolynome höherer Ordnung führen aber durchaus zu kleineren Konstanten C und damit bei gleicher
Elementzahl auch zu kleineren Diskretisierungsfehlern.
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gleichen im Wesen ihrer Ergebnisse jenen der klassischen FEM (vgl. Kap. 2.3.3). Daher
erscheint es naheliegend, die Methoden, die in der klassischen FEM zur Bewältigung dieser
Herausforderung dienen, auch bei FEM-Eigenanalyse-Methoden bzw. der SBFEM anzuwenden
(vgl. Kap. 3.1.2). Die populärsten sind Gebietsreskalierungsstrategien in der Umgebung des
Punktes singulärer Spannungen: zum einen Netzverfeinerungsstrategien und zum anderen die
Reskalierung des Elementgebiets durch eine neue Positionierung der Elementknoten zwischen
den Elementeckenknoten (z. B. sogenannte Viertelpunktelemente, Henshell u. Shaw (1975),
Barsoum (1977), Kuna (2008)).
Im vorangehenden Kapitel war, ähnlich wie von Apel et al. (2002b), die Strategie einer
starken Verfeinerung der Randdiskretisierung in der Umgebung der Punkte singulärer Span-
nungen verfolgt worden, um eine hinreichende Genauigkeit der Singularitätsexponenten
und Deformationsmoden zu erzielen. Die Problematik der verminderten Konvergenz und
Genauigkeit vergrößert sich jedoch, wie aus Abschätzung (5.2) ersichtlich, mit stärker wer-
denden 2D-Spannungssingularitäten auf dem diskretisierten Gebietsrand. Außerdem wirken
sich auch starke Anisotropien im Material und Materialgrenzen negativ auf die Genauigkeit
aus. Genau dieser Fall, starke Liniensingularitäten und große Steiﬁgkeitskontraste, lag aber
bei den betrachteten Defektinteraktionssituationen des vorigen Kapitels vor und erforderte
daher eine besonders starke Verfeinerung des Oberﬂächennetzes (siehe auch Abbildungen 4.9
bzw. 4.28). Eine hohe Anzahl an Freiheitsgraden (und damit auch starke Verfeinerungen der
Oberﬂächendiskretisierung) sind in der SBFEM jedoch eine besondere Herausforderung, da
der Rechenaufwand des zu lösenden Eigenwertproblems kubisch mit der Anzahl der Freiheits-
grade steigt.4 Im Gegensatz zu klassischen FEM-Eigenanalyse-Methoden, die typischerweise
nur an der Berechnung einer vergleichsweise kleinen Anzahl an Deformationsmoden interes-
siert sind, hat die SBFEM zum Ziel, vollständige Randwertprobleme zu lösen. D. h., auch
das Eigenwertproblem muss vollständig gelöst werden, sodass die sonst verwendeten sehr
eﬃzienten partiellen Eigenwertproblemlöser nicht zielführend eingesetzt werden können.
Der Viertelpunktelementansatz wurde erstmals im Rahmen einer FEM-Eigenanalyse-Methode
von Lee u. Im (2003) angewendet, die so die beliebte Struktursituation eines Risses, der auf
eine Oberﬂäche triﬀt (Rand-Riss, siehe auch Benthem (1977, 1980), Bažant u. Estenssoro
(1979)) betrachteten. Dabei verwendeten sie die weniger geeignete Variante ohne Kollabierung
einer Elementseite (Henshell u. Shaw, 1975). Unabhängig davon, und mit Kollabierung einer
Elementseite (Barsoum, 1977) kam der Viertelpunktelementansatz im Rahmen einer SBFEM-
Formulierung in der Master-Arbeit von Brod (2015) für seine Untersuchungen homogen-
isotroper Risskonﬁgurationen zum Einsatz. Er erfüllt die Forderung nach Vollständigkeit des
Verschiebungsansatzes insofern, dass er spannungsfreie Starrkörperbewegungen genauso wie
homogene Dehnungen abbilden kann, sodass mit ihm die Konvergenz der Methode garantiert
ist. Diese besondere Eigenschaft kommt durch eine günstige Reskalierung des Elementgebiets
folgender Art zustande:
u ∝ rλ mit r = ρ1/λ −→ u ∝ ρ (5.3)
Im so reskalierten Gebiet ist die vorherige Wurzelfunktion des Verschiebungsfelds also mit
einem linearen Ansatz abbildbar. Auf dieser Reskalierung beruhen auch die Netzverfeine-
rungsstrategien von Apel et al. (2002b). Da die Ansatzpolynome im reskalierten Gebiet
4 Zur Erinnerung: Eine Verdoppelung der Knoten führt also zu einer Verachtfachung des Rechenaufwands,
wobei ein Knoten schon 6 Freiheitsgrade im Eigenwertproblem mit sich bringt (3 Komponenten des
Verschiebungsvektors, Diﬀerentialgleichungssystem 2.Ordnung). Bei Anwendung der klassischen FEM-
Eigenanalyse-Methoden waren häuﬁg nur einige wenige Deformationsmoden von Interesse, sodass anstatt
des QR-Algorithmus eﬃzientere partielle Eigenwertlöser zum Einsatz kamen.
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deﬁniert sind, gilt aber auch, dass beispielsweise im Falle des klassischen Rissspitzenfeldes mit
λ=0,5 die quadratischen Ansatzfunktionen mit p=2 auf dem realen Elementgebiet anstatt
quadratischen nur noch lineare Funktionen exakt abbilden können:
u ∝ ρp = (rλ)p mit p=2 ∧ λ = 0,5 −→ u ∝ r .
Es ist also mehr glücklicher Zufall als die Regel, dass bei einer Verschiebung der Mittelknoten
lineare Verschiebungsverteilungen und damit homogene Dehnungen, die für die Konvergenz
einer Finite-Elemente-Methode elementar sind (Kap. 2.3.1, Abschnitt: Anforderungen an
Verschiebungsansätze), weiter abgebildet werden können. In jedem Fall haben sich Viertel-
punktelemente in der Praxis der klassischen FEM bewährt und Eingang in kommerzielle
FEM-Software (z. B. Abaqus R©) gefunden. Die Nachteile dieser Skalierungsmethodik inner-
halb eines Elements liegen jedoch genauso auf der Hand:
• Das Gebiet, auf dem die Singularität abgebildet wird, ist immer nur so groß wie das
Gebiet auf dem skaliert wird, sodass bei einer Netzverfeinerung (h-Methode) dieses
Gebiet immer kleiner wird.
• Durch die Skalierung verringert sich die Ansatzordnung im Element.
• Generell gilt für die Skalierungsmethodik, dass so nur eine Singularitätsordnung di-
rekt berücksichtigt werden kann (übrigens genauso bei auf der Skalierungsmethodik
basierenden gradierten Netzverfeinerungsstrategien von Apel et al. (2002b)).
• Im Falle von Spannungssingularitäten, für die gilt λ · p 6= 1, ergibt sich außerdem, dass
homogene Dehnungen im Element nicht mehr darstellbar sind. Dies impliziert aber die
Unvollständigkeit des Ansatzes und damit eine nicht mehr garantierte Konvergenz der
Methode.
Im Rahmen des vorangehenden Kapitels (sowie generell im Rahmen dieser Arbeit) waren
Struktursituationen, in denen Spannungssingularitäten mit λ 6= 0,5 auftraten, von besonde-
rem Interesse. Auch für die Abbildung solcher Spannungssingularitäten sind Elementansätze,
die auf eine Reskalierung des Elementgebiets setzen, im Rahmen einer FEM-Eigenanalyse
vorgeschlagen und angewendet worden: so von Labossiere u. Dunn (2001), die einen um 45◦
gekippten, stoßgefügten Balken aus Epoxid und Aluminium im Vier-Punkt-Biegeversuch
untersuchten (vgl. Kap. 3.1.3). Um die Liniensingularität mit λ2D=0,708 entlang der Bimate-
rialkante abzubilden, verwendeten sie auf dem Randnetz 6-knotige quadratische Elemente
mit entsprechend verschobenen Mittelknoten5 und gaben an, in einer Referenzrechnung mit
wesentlich verfeinerter Diskretisierung vergleichbare Ergebnisse erhalten zu haben. Eine de-
taillierte Konvergenzstudie mit Untersuchung der Konvergenzeigenschaften blieben sie jedoch
schuldig. Es sei noch angemerkt, dass sich die von Labossiere u. Dunn (2001) untersuchte
Struktursituation durch ihre singularitätstheoretische Simplizität auszeichnet. Sowohl für
die Bimaterialkante (2D-Situation) als auch die 3D-Bimaterialecke existiert jeweils nur ein
Deformationsmodus mit singulären Spannungen, die zudem in beiden Fällen nur schwach
singulär sind (λ2D=0,708 > 0,5 , λ2D=0,649 > 0,5). Im Gegensatz dazu sind dreidimensio-
nale Defektinteraktionssituationen in Faserverbundlaminaten von grundsätzlich wesentlich
komplexerer Natur.
Alternativ zu den Gebietsreskalierungsstrategien kann in der klassischen FEM auch eine
Anreicherung des Verschiebungsansatzes gewählt werden (siehe auch Benzley (1974), Giﬀord
5Der Mittelknoten wurde auf die 3/8-Position verschoben, was einer Skalierung mit dem Exponent
ln(1/2)/ ln(3/8) ≈ 0,7067 (≈ 0,708) entspricht.
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u. Hilton (1978), Kaya u. Nied (1993)). Dieser Ansatz wird in leicht abgewandelter Form
ebenfalls in der weitläuﬁg bekannten „Erweiterten Finite-Elemente-Methode“ (XFEM: Fries
u. Belytschko (2010), Mohammadi (2012)) verwendet. Er beinhaltet die lokale Ergänzung des
Verschiebungsansatzes, der typischerweise aus einfachen Lagrange-Polynomen besteht, um ein
analytisches Verschiebungsfeld, das die lokalen Randbedingungen an der Spannungssingulari-
tät bereits exakt erfüllt. Der Vorteil dieser Herangehensweise liegt darin, dass bei geschickter
Anwendung schon mit einer sehr kleinen Anzahl zusätzlicher Freiheitsgrade die ursprünglich
zu erwartende Konvergenzordnung wiederhergestellt und gleichzeitig für gleiche Diskretisie-
rungen auch eine wesentlich höhere Genauigkeit erzielt werden kann (vgl. z. B. Laborde et al.
(2005)).
Damit erscheint diese Methodik der optimale Weg aus dem Dilemma der SBFEM mit Singu-
laritäten auf der Oberﬂächendiskretisierung zu sein und wird in diesem Kapitel ausführlich
anhand des Beispiels eines würfelförmigen Gebiets im homogen-isotropen Kontinuum mit
Riss vorgestellt.
5.1 Die angereicherte Skalierte-Rand-Finite-Elemente-Methode
(enrSBFEM)
Aufgrund der bereits ausführlichen Darstellung der BFEM im vorherigen Kapitel, sollen
dabei vor allem die wesentlichen Änderungen, die sich aufgrund der Anreicherung ergeben,
dargestellt werden. Weiterhin sind die folgenden Darstellungen auf den in der Arbeit verwen-
deten Spezialfall der Skalierten-Rand-Finite-Elemente-Methode (SBFEM) bezogen, aber sehr
ähnlich auch auf den anderen Spezialfall der BFEM mit „Skalierungszentrum im Unendlichen“
übertragbar.
5.1.1 Skaliertes Rand-Koordinatensystem
Wie in der Standard-SBFEM wird zunächst ein skaliertes Rand-Koordinatensystem (KOS =̂
Koordinatensystem) der Skalierungskoordinate ξ ∈ [ξi, ξa] und den Randkoordinaten η1, η2
eingeführt. Weiterhin werden auch für jedes Element e (e = 1, ..., ne) die Einheitskoordi-
natensysteme mit ηe1, η
e
2 ∈ [−1, 1] übernommen. Zusätzlich wird für die Anreicherung für
jeden Punkt P Ss (s = 1, ..., nS), wo eine Liniensingularität auf einen zu diskretisierenden Ge-
bietsrand triﬀt, ein weiteres skaliertes Rand-Koordinatensystem mit Randkoordinaten ηs1, η
s
2
deﬁniert (vgl. Abb. 5.2). In den meisten Fällen ist es weiterhin sinnvoll ausgehend von diesem
Hilfs-Koordinatensystem auch ein polares Koordinatensystem mit radialer Koordinate rs und
Winkelkoordinate ϕs einzuführen, da die Funktionen, mit denen der Verschiebungsansatz
angereichert werden soll, normalerweise in polaren Koordinaten gegeben sind. Wie die von
η1 und η2 aufgespannten Flächen sind dann auch diese polaren Koordinatensysteme zum
Skalierungszentrum hin zu skalieren, sodass jeweils ein Kegel-Koordinatensystem entsteht.
Damit ergeben sich bezogen auf ein kartesisches x, y, z-KOS und dem Skalierungszentrum
bei x0 die nachfolgenden Koordinatentransformationen:
x = x0 + ξ x
(e)
η (η
e
1, η
e
2) skaliertes Rand-KOS , (5.4)
x = x0 + ξ x
(s)
rϕ (rs, ϕs) Kegel-KOS . (5.5)
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Abbildung 5.2: (a) Ebenes, 4-knotiges, isoparametrisches, skaliertes Rand-Finite-Element bildet
quadratische Pyramide. Das Skalierungszentrum S mit ξ=0 beﬁndet sich im Ursprung des
globalen x,y,z-KOS. Zusätzlich sind das skalierte Rand-KOS ξ,ηe1,η
e
2 und Kegel-KOS ξ,rs,ϕs
eingeführt, wobei rs=0 entlang der Liniensingularität s (hier: Rissfront). (b) Randnetz aus
ebenen 4-Knotenelementen für würfelförmiges Gebiet mit durch Doppelknoten modelliertem
Riss. Das Skalierungszentrum S beﬁndet sich im Zentrum des Würfels. Der Riss (hell schattiert)
triﬀt an den Punkten P Ss (s=1, ..., nS mit nS=2) auf den diskretisierten Rand. Angereicherte
Knoten sind rot markiert. Zusammenhängende Elemente, die angereicherte Knoten enthalten,
bilden den Gebietsrand Γs des Gebiets Ω, die übrigen Elemente den Gebietsrand Γns. Das in
(a) gezeigte Element ﬁndet sich in (b), um 90◦ um die Vertikalachse gedreht, wieder (dunkel
schattiert), sodass sich das Rissligament gerade bei ϕs=0 beﬁndet.
Im Folgenden sollen die Superskripte zugunsten einer übersichtlicheren Darstellung weggelas-
sen werden, sofern sie nicht unbedingt nötig sind.
Analog zum Vorgehen beim skalierten Rand-Koordinatensystem müssen auch für das Kegel-
Koordinatensystem die Jacobimatrix J rϕ ∂∂ξ∂
ξ∂r
∂
ξr∂ϕ
 =

∂x
∂ξ
∂y
∂ξ
∂z
∂ξ
∂x
ξ∂r
∂y
ξ∂r
∂z
ξ∂r
∂x
ξr∂ϕ
∂y
ξr∂ϕ
∂z
ξr∂ϕ

 ∂∂x∂
∂y
∂
∂z
 = J rϕ
 ∂∂x∂
∂y
∂
∂z
 . (5.6)
und aus ihr resultierend der Diﬀerentialoperator L entsprechend bereitgestellt werden.
L = Lx
∂
∂x
+ Ly
∂
∂y
+ Lz
∂
∂z
= Lξ
∂
∂ξ
+ Lr
1
ξ
∂
∂r
+ Lϕ
1
ξr
∂
∂ϕ
(5.7)
Weiterhin können auch die Volumen- und Oberﬂächendiﬀerentiale bestimmt werden:
dV = ‖J rϕ(r, ϕ)‖ ξ2r dξ dr dϕ , dSξ =
∥∥∥∥∂xrϕ∂r × ∂xrϕr∂ϕ
∥∥∥∥ ξ2 r dr dϕ . (5.8)
Um die eingeführten Größen besser greifbar zu machen, sollen insbesondere die Jacobi-
matrix J rϕ und die aus ihr bestimmbare Zerlegung des Diﬀerentialoperators L für das in
Abbildung 5.2 gezeigte Beispiel angegeben werden. Das in Abbildung 5.2a gezeigte einzelne
Element ist dabei auch in Abbildung 5.2b links oberhalb des Punktes, wo die Rissfront
auf die Würfelvorderseite triﬀt, wiederzuﬁnden. Die Koordinatentransformation für das
Kegelkoordinatensystem ergibt sich in diesem Fall zuxy
z
 =
x0y0
z0
+ ξ
 d−r sin(ϕ)
r cos(ϕ)
 , (5.9)
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wobei mit d der Abstand des diskretisierten Randes vom Skalierungszentrum bei r=0
bezeichnet sei. Dann folgen die Jacobimatrix und ihre zugehörige Inverse zu
J rϕ(r, ϕ) =
d −r sin(ϕ) r cos(ϕ)0 − sin(ϕ) cos(ϕ)
0 − cos(ϕ) − sin(ϕ)
 , J−1rϕ (r, ϕ) =
1/d −r/d 00 − sin(ϕ) − cos(ϕ)
0 cos(ϕ) − sin(ϕ)
 (5.10)
und die Zerlegung des Diﬀerentialoperators schließlich zu
L = (Lx/d︸ ︷︷ ︸
Lξ
)
∂
∂ξ
+ (−Lxr/d− Ly sin(ϕ) + Lz cos(ϕ)︸ ︷︷ ︸
Lr
)
1
ξ
∂
∂r
+ (−Ly cos(ϕ)− Lz sin(ϕ)︸ ︷︷ ︸
Lϕ
)
1
ξr
∂
∂ϕ
= Lx
1
d
(
∂
∂ξ
− r1
ξ
∂
∂r
)
+ Ly
(
− sin(ϕ)1
ξ
∂
∂r
− cos(ϕ) 1
ξr
∂
∂ϕ
)
+ Lz
(
cos(ϕ)
1
ξ
∂
∂r
− sin(ϕ) 1
ξr
∂
∂ϕ
)
(5.11)
In dieser Darstellung ist nun sowohl die Ähnlichkeit als auch der Unterschied von der
Transformation in ein Kegel-KOS zu der Transformation in ein Zylinder-KOS sichtbar. Die
Inversen der entsprechenden Jacobimatrizen unterscheiden sich im Wesentlichen im linearen
(−r/d)-Term, der bei der Transformation in ein Zylinder-KOS nicht auftritt. Ergänzend muss
erwähnt werden, dass sich auch die Metriken der Koordinatensysteme unterscheiden, deren
Einﬂuss hier aber in Form des Faktors 1/ξ in die partiellen Ableitungsoperatoren hineingezogen
und deshalb nicht mehr in J−1rϕ enthalten ist. Nichtsdestotrotz sei das Hauptaugenmerk auf
den linearen (−r/d)-Term gelegt, da dieser bereits einen Einﬂuss innerhalb der r, ϕ-Ebene
hat und die berechtigte Frage aufwirft, inwiefern die analytischen Anreicherungsfunktionen,
die typischerweise für ein Zylinderkoordinatensystem bestimmt wurden, überhaupt noch
in einem hier eingeführten (und für die Skalierbarkeit des Randwertproblems essentiellen)
Kegel-Koordinatensystem brauchbar sind. Tatsächlich wird sich herausstellen (Kap. 5.1.5),
dass der (−r/d)-Term wichtig ist, um überhaupt ein entlang der Kegelachse invariantes
Verzerrungs- bzw. Spannungsfeld herstellen zu können.
5.1.2 Angereicherter Separationsansatz
Die fundamentale Voraussetzung für die Anwendbarkeit der SBFEM ist, dass das gegebene
Randwertproblem die Skalierungsbedingung erfüllt, sodass ein Separationsansatz in den Ver-
schiebungen formuliert werden kann (siehe auch Kap. 4.1.1). Eine entsprechende Anreicherung
muss dann auch die Skalierungsbedingung erfüllen, sodass folgender Separationsansatz für die
Verschiebungen innerhalb eines angereicherten skalierten Rand-Finite-Elements (enrSBFE) e
angegeben werden kann:
u˜(e)(ξ, ηe1, η
e
2) = N(η
e
1, η
e
2) uˆe(ξ)︸ ︷︷ ︸
u˜
st
e (ξ,η
e
1,η
e
2)
+ F(s)(ηe1, η
e
2) c
2D(s)(ξ)︸ ︷︷ ︸
u˜
enr
s (ξ,η
e
1,η
e
2)
. (5.12)
Dabei stellt der erste Summand u˜ste (ξ, η
e
1, η
e
2) den bereits aus Kapitel 4.1.1 bekannten Se-
parationsansatz (4.9) für die Standard-SBFEM und der zweite Summand u˜enrs (ξ, η1, η2) die
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Anreicherung am Punkt P Ss bzw. am Skalierungsstrahl SP Ss dar. Die Anreicherung setzt
sich aus den in der Fläche des diskretisierten Randes deﬁnierten Anreicherungsfunktionen6
Fs(η
e
1, η
e
2) und zugehörigen Koeﬃzientenfunktionen c
2D
s (ξ) zusammen. Als Anreicherungsfunk-
tionen werden typischerweise aus einer 2D-Betrachtung resultierende asymptotische Nahfelder
um eine Liniensingularität verwendet, die meist in Polarkoordinaten (radiale Koordinate r,
Winkelkoordinate ϕ, siehe auch Abb. 5.2) verfügbar sind. Eine sehr ﬂexibel einsetzbare und
gleichzeitig eﬃziente Methode zur Bestimmung solcher asymptotischer Nahfelder ist wiederum
die SBFEM selbst (in Kombination mit einer Glättung der Ableitungen, s. Kap. 4.1 und 2.3.2).
Weiterhin wird hier anders als in klassischen XFEM-Implementierungen (vgl. Mohammadi
(2012)), in der jedem angereicherten Knoten ein eigener Satz an Anreicherungsfunktionen
und zugehörigen Koeﬃzientenfunktionen zugesprochen wird, für jedes komplette Anreiche-
rungsgebiet jeweils nur ein Satz an Koeﬃzientenfunktionen angenommen, was eher dem
klassischen Anreicherungsansatz von Benzley (1974) und dem später auch für eine XFEM-
Implementierung angenommenen Ansatz von Laborde et al. (2005) entspricht. Damit wird
zwar einerseits die Flexibilität der Lösung eingeschränkt, gleichzeitig aber vor allem die
Anzahl zusätzlicher Freiheitsgrade auf ein Minimum reduziert.
Der angereicherte Separationsansatz ist in geeigneter Weise zu ergänzen, um einige weitere
grundlegende Anforderungen der Finite-Elemente-Methoden zu erfüllen. Dazu lieferte die
Arbeit von Ventura et al. (2009) neben der Arbeit von Benzley (1974) wesentliche Anregungen.
Weiterhin soll von hier an wieder zugunsten der besseren Lesbarkeit auf die Subskripte e und
s verzichtet werden.
Zum einen sei gefordert, dass der Ansatz trotz Anreicherung die Interpolationsbedingung
erfüllt, wonach uˆ(ξ) auch weiterhin die tatsächlichen Verschiebungsfunktionen entlang der
Skalierungsstrahlen enthalten soll. Dazu muss die Anreicherung an den jeweiligen Skalierungs-
strahlen verschwinden. Um das zu erreichen, werden im Element die Werte der Anreicherung
an den jeweiligen Skalierungsstrahlen, multipliziert mit den Lagrange-Ansatzfunktionen aus
dem Standardansatz, abgezogen. Zum anderen ist i. A. nicht der vollständige diskretisierte
Gebietsrand anzureichern, sondern eine Anreicherung in der näheren Umgebung des singulä-
ren Punktes ist hinreichend. Dann muss trotzdem die Konformität des Separationsansatzes
gewahrt bleiben, also die Kompatibilität der Ansätze von angereicherten mit nicht angerei-
cherten Teilﬂächen gewährleistet sein. In der simpelsten Art dies zu implementieren wird die
Anreicherung von angereicherten zu nicht angereicherten Teilﬂächen über eine Elementreihe7
hinweg wiederum mit Hilfe der Standard-Ansatzpolynome auf Null reduziert. Es ist aber
genauso möglich, die Anreicherung über mehrere Elementreihen hinweg und mit Hilfe anderer
Funktionen8 abklingen zu lassen. Durch diese Modiﬁkationen sind auch die Forderung nach
Vollständigkeit des Ansatzes und die „Zerlegung-der-Eins“-Bedingung (englisch: „partition of
unity“) automatisch erfüllt (vgl. Kap. 2.3.1, Abschnitt: Anforderungen an die Ansätze).
6 Da das wesentliche Ziel dieser Anreicherung die Verbesserung der Konvergenzeigenschaften der SBFEM
in Gegenwart von auf den diskretisierten Gebietsrand treﬀenden Liniensingularitäten ist, werden im
Rahmen dieser Arbeit und zur Abgrenzung von der XFEM nur Anreicherungsfunktionen betrachtet, die
asymptotische singuläre Nahfelder beinhalten. Das impliziert, dass singuläre Punkte stets auf einem Knoten
liegen und Materialgrenzen sowie Rissﬂanken ausschließlich durch Elementgrenzen selbst modelliert werden.
Für die Modellierung von Rissen im Besonderen werden entlang der Rissﬂanken Doppelknoten deﬁniert,
die dann je einem Rissufer zugeordnet werden. Es ergibt sich also beispielsweise nie die Notwendigkeit,
eine Heavyside-Funktion (siehe z. B. Mohammadi (2012)) zu verwenden.
7 In der XFEM werden diese Elemente, die einen kontinuierlichen Übergang der Verschiebungsansätze von
angereicherten zu nicht angereicherten Gebieten gewährleisten, „Blending-Elemente“ genannt.
8 Dies können z. B. trigonometrische Ansatzfunktionen sein, die dann aber so konstruiert sein müssen, dass
sie weiterhin das „Zerlegung-der-Eins“-Prinzip erfüllen.
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Der vollständige angereicherte Separationsansatz für die Verschiebungen u˜i(x), i = x, y, z,
ergibt sich dann zu
u˜i(x) =
∑
k∈N
Nk(xη) uˆik(ξ) +
∑
l∈P
Nl(xη)
[
nS∑
s=1
nF∑
m=1
(
Fism(xrϕ)−
∑
k∈N
Nk(xη)Fism(xrϕk)
)
c2Dsm(ξ)
] (5.13)
Der erste Teil in Gleichung (5.13) stellt wie schon in Gleichung (5.12) den Standard-SBFEM-
Ansatz dar. Entsprechend enthält der zweite die Terme, welche aus der Anreicherung folgen.
Die Menge N beinhaltet alle Knoten auf dem diskretisierten Gebietsrand, die Menge P nur die
angereicherten. N(η1, η2) sind die Ansatzpolynome, Fism(r, ϕ) die Anreicherungsfunktionen.
Die Anzahl der Anreicherungsfunktionen ist durch nF gegeben und nS ist die Anzahl der
Punkte, an denen mit singulären Spannungen auf dem diskretisierten Gebietsrand zu rechnen
ist. Die Funktionen entlang der Skalierungsstrahlen uˆik(ξ) und c2Dsm(ξ) sind die Verschiebun-
gen bzw. die Koeﬃzienten der Anreicherungsfunktionen. Dadurch, dass die Knotenwerte
der Anreicherungsfunktionen wieder abgezogen werden, ist die Anreicherung nur zwischen
den Skalierungsstrahlen ungleich null, sodass die Funktionen uˆik(ξ), wie gefordert, an den
Skalierungsstrahlen direkt die errechneten Gesamtverschiebungen wiedergeben. Schließlich
wird in Gleichung (5.13) die Reduktion der Anreicherung von angereicherten hin zu nicht
angereicherten Knoten auf Null mit Hilfe der Ansatzpolynome Nl erreicht.
5.1.3 Spannungen und Verzerrungen
Die approximierten Verzerrungen ε˜ ergeben sich durch Anwenden des Diﬀerentialoperators
L auf den Verschiebungsansatz u˜(ξ, η1, η2). Die Spannungen σ˜ errechnen sich dann durch
weitere Multiplikation mit der Elastizitätsmatrix C:
ε˜ = L u˜ , σ˜ = C ε˜ = CL u˜ .
Da sich die Anreicherung im Verschiebungsansatz (5.13) de facto aus zwei Summanden, die
jeweils für sich ein Produkt aus drei Funktionen beinhalten, zusammensetzt, ist auf jeden
dieser Summanden wieder die Produktregel der Diﬀerentialrechnung anzuwenden. Mit den
Zerlegungen (4.4) und (5.7) des Diﬀerentialoperators L ergibt sich dann für die Verzerrungen
in Matrizenschreibweise:
ε˜ = LξN(η1, η2)︸ ︷︷ ︸
Bst
ξ
(η1,η2)
∂uˆ(ξ)
∂ξ
+
(
Lη1
∂N(η1, η2)
∂η1
+ Lη2
∂N(η1, η2)
∂η2︸ ︷︷ ︸
Bstη (η1,η2)
)
uˆ(ξ)
ξ
+ LξNB(η1, η2)
(
F(r, ϕ)−Nenr(η1, η2)F(rk, ϕk)
)
︸ ︷︷ ︸
Benr
ξ
(η1,η2)
∂c2D(ξ)
∂ξ
+
(
Lη1
∂NB(η1, η2)
∂η1
+ Lη2
∂NB(η1, η2)
∂η2
)(
F(r, ϕ)−Nenr(η1, η2)F(rk, ϕk)
)
︸ ︷︷ ︸
Benrη1 (η1,η2,r(η1,η2),ϕ(η1,η2))
c2D(ξ)
ξ
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−
(
Lη1NB(η1, η2)
∂Nenr(η1, η2)
∂η1
+ Lη2NB(η1, η2)
∂Nenr(η1, η2)
∂η2
)
F(rk, ϕk)︸ ︷︷ ︸
Benrη2 (η1,η2,r(η1,η2),ϕ(η1,η2))
c2D(ξ)
ξ
+
(
LrNB(η1, η2)
∂F(r, ϕ)
∂r
+ LϕNB(η1, η2)
∂F(r, ϕ)
r∂ϕ
)
︸ ︷︷ ︸
Benrrϕ (η1,η2,r(η1,η2),ϕ(η1,η2))
c2D(ξ)
ξ
. (5.14)
= Bstξ (η1, η2)
∂uˆ(ξ)
∂ξ
+Bstη (η1, η2)
uˆ(ξ)
ξ
+Benrξ (η1, η2)
∂c2D(ξ)
∂ξ
+Benrη (η1, η2)
c2D(ξ)
ξ
(5.15)
Dabei enthalten die Matrizenfunktionen N(η1, η2),NB(η1, η2) und Nenr(η1, η2) in der in dieser
Arbeit verwendeten Formulierung9 die gleichen Ansatzpolynome N(η1, η2), haben aber ver-
schiedene Funktionen und sind daher i. A. von verschiedener Dimension. So gewährleisten die
Funktionen NB(η1, η2) das „Blending“ zwischen den angereicherten und nicht angereicherten
Teilﬂächen, sind also in allen vollständig angereicherten Elementen 1 und in vollständig nicht
angereicherten Elementen 0. Da sie somit nur in den „Blending-Elementen“ einen Gradienten
ungleich 0 aufweisen, kann in Gleichung (5.14) die Matrix Benrη1 ebenfalls nur dort von 0
verschiedene Elemente haben. Ventura et al. (2009) diskutieren deshalb die Notwendigkeit
dieses Terms im Rahmen der XFEM und kommen für die dort betrachteten Fälle zu dem
Schluss, dass er vernachlässigt werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit wird er jedoch der
Vollständigkeit halber und aufgrund des unwesentlichen Zusatzaufwands mit berücksichtigt.
Bei den verschiedenen Summanden in Gleichung (5.14) ist zwischen in den Randkoordinaten
kontinuierlichen und diskontinuierlichen Termen zu unterscheiden. Zum einen ist, wie in
der Standardformulierung der SBFEM, die Matrix Bstξ (η1, η2) kontinuierlich in η1 und η2.
Ihr Pendant Benrξ (η1, η2)
10 aus der Anreicherung ist ebenfalls kontinuierlich, enthält aber
neben den klassischen Ansatzpolynomen in Nenr auch die Anreicherungsfunktionen F, wel-
che i. A. Wurzelterme in der radialen Koordinate beinhalten. Zum anderen ist die Matrix
Benrrϕ (η1, η2) (überall außer am Punkt der Spannungssingularität) nicht nur C
0-stetig, sondern
auch in höheren Ableitungen glatt11. Sie enthält allerdings typischerweise auch die singulären
Terme vom Typ rλ
2D−1 und stellt damit das Nadelöhr in der numerischen Integration nach
Einsetzen in ein geeignetes Energieprinzip dar. Die übrigen Matrizenfunktionen Bstη ,B
enr
η1 und
Benrη2 sind diskontinuierlich in den Randkoordinaten, sodass, wie in Kapitel 5.3 noch zu sehen
sein wird, gerade diese für eine Spannungsglättung von Bedeutung sind.
5.1.4 Implementierung der enrSBFEM
Wie in der Standard-SBFEM ist der angereicherte Verschiebungsansatz (5.13) in das Prinzip
der virtuellen Verrückungen (2.52) einzusetzen und über die Randkoordinaten zu integrieren.
Dabei sind für die virtuellen Größen (virtuelle Verschiebungen δu und virtuelle Verzer-
rungen δε) die gleichen Separationsansätze zu verwenden wie für die realen Größen: Nur
9 Für Näherungen der Geometrie sowie alle Formfunktionen N(η1, η2) im Separationsansatz für die Ver-
schiebungen (5.13) werden immer gleiche Ansatzpolynome verwendet.
10 Da die Polarkoordinaten r, ϕ ohne Weiteres in die lokalen Elementkoordinaten η1, η2 umgerechnet werden
können, sind die Matrixfunktionen, die sowohl von η1, η2 als auch r, ϕ abhängig sind, vereinfachend als
nur von η1, η2 abhängig dargestellt.
11 Sind die Anreicherungsfunktionen auf geschlossen-analytischem Wege mit Hilfe der Methode komplexer
Potentiale bestimmt worden, sind sie holomorph und somit sogar beliebig oft stetig diﬀerenzierbar.
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Abbildung 5.3: Quasi-polare Integration im Einheitselement: Zerlegung des Rechteckgebiets in
zwei Dreiecksgebiete und Mapping des Integrationsgebiets des Einheitselements auf jedes der
beiden Dreiecksgebiete, sodass Gauß-Punkte bei r=0 (rot markiert) nahe beieinander liegen.
die Verschiebungsfunktionen uˆ(ξ) und Koeﬃzientenfunktionen c2D(ξ) sind in den Gleichun-
gen (5.13 u. 5.14) durch ihre virtuellen Gegenstücke δuˆ(ξ) und δc2D(ξ) zu ersetzen. Weiterhin
werden für die Formulierung des Prinzips der virtuellen Verrückungen die freien Funktionen
und ihre virtuellen Pendants wie folgt zusammengefasst:
uˆc(ξ) =
[
uˆ(ξ)
c2D(ξ)
]
, δuˆc(ξ) =
[
δuˆ(ξ)
δc2D(ξ)
]
.
Analog zu der Standardformulierung erfolgt eine Zusammenlegung der Matrixfunktionen
Benr(η1, η2) aus dem Anreicherungsanteil der Verzerrungen zu Benrξ (η1, η2), die keine Ableitun-
gen in den Randkoordinaten enthält, und Benrη (η1, η2) (vgl. Gl. (5.15)). Damit und aufgrund
der Linearität des Integrals kann die Integration über Terme mit und ohne Anreicherung
separat durchgeführt werden. So sind im Vergleich zur Standard-SBFEM zusätzlich zu den
aus der Integration über die Randkoordinaten resultierenden Systemmatrizen Est0 ,E
st
1 ,E
st
2 ,
deren Integranden die Ableitungen nach der Skalierungskoordinate und/oder nach den Rand-
koordinaten enthalten, „nur“ die zusätzlichen Matrizen aus der Anreicherung Eenr0 ,E
enr
1 ,E
enr
2
sowie die entsprechenden Koppelmatrizen Ekop0 ,E
kop1
1 ,E
kop2
1 ,E
kop
2 zu berechnen
12.
Die Integration erfolgt elementweise und allein über die Randkoordinaten η1 und η2, da keine
nur in Kegelkoordinaten beschriebenen Integranden auftreten, die Kegelkoordinaten aber
ohne Weiteres umgerechnet werden können. Für die Integration der singulären Ableitungen
der Anreicherungsfunktionen (siehe Benrrϕ in Gl. (5.14)) ist es innerhalb von an r=0 angren-
zenden Elementen empfehlenswert, die Integration in einem quasi-polaren Koordinatensystem
durchzuführen (vgl. Laborde et al. (2005)). Dazu ist das rechteckige Integrationsgebiet in
zwei dreieckige zu zerlegen, wobei für die numerische Integration das Dreiecksgebiet nun
wiederum auf das isoparametrische Rechteck transformiert wird, sodass die Gauß-Punkte nahe
r=0 sehr eng und auf der r=0 abgewandten Seite weit auseinander stehen (vgl. Abb. 5.3).
Dadurch macht man sich zunutze, dass bei der Integration in einem polaren Koordinaten-
system das Flächendiﬀerential r dr dϕ die radiale Koordinate r selbst als Faktor enthält,
welcher singuläre Integranden deutlich abschwächt13. Mit diesem Trick lässt sich der sonst
benötigte numerische Integrationsaufwand erheblich reduzieren, wobei sich die notwendige
Integrationsordnung natürlich weiterhin nach der Stärke der Singularität der Ableitungen der
12 Die Parallelisierung der Berechnung der Systemmatrizen ist damit einfach durchzuführen und auch
empfehlenswert, weil bei angereicherten Elementen trotz der quasi-polaren Integration (Abb. 5.3) immer
noch eine Gaußintegration von merklich höherer Ordnung als bei nicht angereicherten Elementen nötig ist.
13 So wird für den Fall der klassischen Rissspitzensingularität (σ ∝ 1/√r) der Integrand konstant in r.
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Anreicherungsfunktionen richtet. Für die übrigen angereicherten Elemente liefert eine normale
Gaußintegration höherer Ordnung im Regelfall bereits hinreichend genaue Ergebnisse14.
Es folgt die Zusammenführung der Systemmatrizen zu
E0 =
[
Est0 E
kop
0
(Ekop0 )
T Eenr0
]
, E1 =
[
Est1 E
kop1
1
(Ekop21 )
T Eenr1
]
, E2 =
[
Est2 E
kop
2
(Ekop2 )
T Eenr2
]
. (5.16)
Sie sind standardmäßig in die Gleichungen der 3D-SBFEM einzusetzen (hier ohne Volumen-
lasten, Eigendehnungen oder Belastungen entlang von Skalierungsstrahlen):
δuˆc(ξ)
(
E0 ξ
2uˆ′′c(ξ) +
[
2E0 − E1 + ET1
]
ξ uˆ′c(ξ) +
[
ET1 − E2
]
uˆc(ξ)
)
= 0 , (5.17)
[
δuˆc(ξ)
(
E0 ξ
2uˆ′c(ξ) + E
T
1 ξ uˆc(ξ)
) ]ξ=ξa
ξ=ξi
= δuˆc(ξa)pa + δuˆc(ξi)pi . (5.18)
Wie zuvor stellt (·)′ die Ableitung nach der Skalierungskoordinate ξ dar. Bei der Bestimmung
der Randlastvektoren pa,pi am Außen- und Innenrand ist zu beachten, dass die Integranden
zur Bestimmung dieser nun auch den angereicherten Separationsansatz für die virtuellen
Verschiebungen enthalten und dementsprechend für den Anreicherungsanteil i. A. wieder eine
Gaußintegration höherer Ordnung notwendig ist. Gleichung (5.17) muss für beliebige virtuelle
Verrückungsfunktionen δuˆc(ξ) gelten und die Lösung des aus dieser Forderung resultierenden
Diﬀerentialgleichungssystems ist wieder durch Lösen eines Eigenwertproblems zu erhalten.
Es sei an dieser Stelle hervorgehoben, dass jeder Oberﬂächenknoten 6 Freiheitsgrade im
Eigenwertproblem mit sich bringt, während pro Anreicherungsfunktion an jedem singulären
Punkt bereits 2 weitere Freiheitsgrade genügen können. Im Falle einer Rissspitzensingularität
sind 3 Deformationsmoden mit singulären Spannungen zu erwarten, die hier also schon
mit nur 6 zusätzlichen Freiheitsgraden pro Rissspitze auf dem diskretisierten Gebietsrand
abgedeckt werden können, wenn die Rissmoden direkt als Anreicherungsfunktionen eingesetzt
werden. Der wesentliche Zusatzaufwand ergibt sich bei der numerischen Integration der Anrei-
cherungsfunktionen, welcher aber zum einen durch eine mögliche quasi-polare Integration und
Parallelisierung weniger zu Buche schlägt und zum anderen bei steigender Netzverfeinerung
schnell vergleichsweise klein gegenüber dem Lösungsaufwand des Eigenwertproblems wird.
Die Verschiebungslösung der angereicherten SBFEM ergibt sich mit der Lösung des Eigen-
wertproblems, mit den Eigenwerten λj und den zugehörigen Eigenvektoren
φuj = [(φ
st
j )
T, (φenrj )
T]T bzw. Φu = [(Φst)T, (Φenr)T]T (5.19)
die jetzt ebenfalls Anteile φstj aus der Standardformulierung mit den Knotenverschiebungen
und Anteile φenrj aus der Anreicherung mit den Anreicherungskoeﬃzienten enthalten, zu:
u˜i(x) =
nλ∑
j=1
∑
k∈N
Nk(xη)φ
st
ikj ξ
λjcj + (5.20)
nλ∑
j=1
∑
l∈P
Nl(xη)
[
nS∑
s=1
nF∑
m=1
(
Fism(xrϕ)−
∑
k∈N
Nk(xη)Fism(xrϕk)
)
φenrsmj ξ
λjcj
]
.
14 In der vorliegenden Implementierung hat sich eine Integrationsordnung nG=10 bewährt, womit Polynome
bis zum Grad 2nG − 1=19 exakt integriert werden. (Zum Vergleich: Ayhan et al. (2007) verwendeten für
ihre 3D-Elemente mit Grenzﬂächenrissanreicherung eine Gaußquadratur mit nG=48.)
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d
ξ= z/d=1
R=0,5
r=1
ξ=0,5
R=1
r=1
ϕ
S
R
Abbildung 5.4: Koordinaten im Zylinder-KOS (R,ϕ, z) und Kegel-KOS (ξ, r, ϕ) an Skalierungs-
zentrum S mit Liniensingularität auf ξ-Achse.
Die Wichtungsfaktoren cj für die jeweiligen Deformationsmoden uˆcj(ξ) ergeben sich aus
Gleichung (5.18) bzw. dem daraus resultierenden15 linearen Gleichungssystem und den Rand-
bedingungen an den diskretisierten Rändern bei ξi (Innenrand) und ξa (Außenrand). Weiterhin
bleibt bei dieser Darstellung zu beachten, dass Eigenwerte mit einer höheren algebraischen
als geometrischen Vielfachheit (vgl. Kap. 4.1.2) in der SBFEM für Randwertprobleme der
3D-Elastizitätstheorie (im Gegensatz zur 2D-Formulierung) nur in ausgesprochenen Ausnah-
mefällen, nämlich an Verzweigungspunkten, auftreten und daher mögliche logarithmische
Anteile in der angegebenen Darstellung vernachlässigt sind.
5.1.5 Interaktion von 2D- und 3D-Singularitäten
In der Verschiebungslösung (5.20) ist unmittelbar erkennbar, dass das Abklingverhalten der
Deformationsmoden zum Skalierungszentrum (ξ=0) hin sowohl im Standard- als auch im
Anreicherungsanteil vom Eigenwert und Abklingexponenten λ (bzw. λ3D) gesteuert wird.
Dies gilt im Anreicherungsanteil speziell für die Koeﬃzientenfunktionen
c2Dsm(ξ) = φ
enr
sm ξ
λ3Dj cj ,
wo φenrsm (als Teil des zunächst frei skalierbaren Eigenvektors φ
u) das Verhältnis, in dem die
Anreicherungsfunktionen bei ξ=1 angesprochen werden, festlegt16. Gleichzeitig existiert aber
auch ein Abklingverhalten des Anreicherungsanteils in radialer Richtung r des Kegelkoordina-
tensystems, wobei der tatsächliche Abstand R vom Skalierungsstrahl mit Liniensingularität
(r=0) sowohl von r als auch von ξ abhängt (siehe Abb. 5.4):
R = ξ r . (5.21)
Damit entsteht eine auf den ersten Blick unübersichtliche Situation, in der 2D- und 3D-
Abklingverhalten nur schwer trennbar sind.
Deshalb sei nun der Spezialfall betrachtet, in dem nur eine 2D-Spannungssingularität vor-
handen ist, sodass dieser Fall auch mit einer reinen 2D-Betrachtung untersucht werden
könnte. Dies könnte beispielsweise die in Abbildung 5.2b gezeigte Situation eines geraden,
ebenen Risses im 3D-Kontinuum sein, wobei der gezeigte Würfel dabei nur ein aus dem
15 Gleichung (5.18) muss für beliebige virtuelle Verrückungen/Anreicherungskoeﬃzienten δuˆc(ξa), δuˆc(ξi) an
Außen- und Innenrand gelten.
16 Damit enthält φenrsm, wenn direkt mit den 2D-Deformationsmoden angereichert wurde, gerade die entspre-
chenden 2D-GSIFS bzw. zweidimensionalen modalen Wichtungsfaktoren.
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unendlichen Kontinuum herausgeschnittenes Teilgebiet darstelle.17 Die analytische Lösung
in Polarkoordinaten r, ϕ sei dann für den Fall eines unendlichen Kontinuums und nur eines
angesprochenen Deformationsmodus mit Abklingexponent λ2D folgendermaßen gegeben:18
u(r, ϕ) = c2Drλ
2D
φ2D(ϕ) . (5.22)
Diese Lösung soll auch als Anreicherung im Separationsansatz verwendet und das beschriebene
Randwertproblem gelöst werden.
Eine Möglichkeit dies umzusetzen, die auch später noch in der Anwendung (Kap. 5.2) zu
sehen sein wird, ist auf dem Teilrand Γns des diskretisierten Gebietsrandes, wo keine Anrei-
cherung stattﬁndet, die Verschiebungen der analytischen Lösung vorzugeben und auf dem
angereicherten Gebietsrand Γs die Verschiebungen senkrecht zum ebenen Gebietsrand zu
sperren, um einen EVZ zu simulieren.
Konvergiert dann die enrSBFEM-Verschiebungslösung gegen die analytische Lösung, kon-
vergieren auch die Verschiebungen uˆik(ξ) entlang der Skalierungsstrahlen im angereicherten
Gebiet gegen diejenigen der analytischen Lösung. Da letztere gerade identisch mit den
Anreicherungswerten Fism(rk, ϕk) c2Dsm(ξ) entlang der Skalierungsstrahlen ist, bleibt im angerei-
cherten Gebiet zwischen den Skalierungsstrahlen von der Verschiebungslösung näherungsweise
nur noch folgender Anteil mit dem vorgegebenen analytischen Feld (5.22) übereinzubringen:
u˜(ξ, r, ϕ) = F(r, ϕ)c2D(ξ)
= rλ
2D
φ2D(ϕ) ξλ
3D
φenrc3D . (5.23)
Zur Vergleichbarkeit der beiden Felder ist zuerst noch eine Transformation in ein Zylinder-
KOS19 (vgl. Abb. 5.4) nötig. Dann ergibt sich das Verschiebungsfeld im angereicherten Gebiet
zu:
u˜(R,ϕ, z) =
(
Rd
z
)λ2D
φ2D(ϕ)
(z
d
)λ3D
φenrc3D
= c3Dφenr
(z
d
)λ3D−λ2D
Rλ
2D
φ2D(ϕ) (5.24)
= c2D(z)Rλ
2D
φ2D(ϕ) (5.25)
und bildet folglich für λ3D=λ2D und c3Dφenr= c2D, wie gefordert und trotz Skalierung, das
vorgegebene Feld (5.22) ab.
Schließlich sei anhand dieses Beispiels kurz auf die Ende des Kapitels 5.1.1 aufgetane Fra-
gestellung nach der Bedeutung des (−r/d)-Terms in der Jacobi-Matrix des Kegelkoordina-
tensystems für die Spannungslösung eingegangen. Im gegebenen quasi-zweidimensionalen
Problem (Abb. 5.2, reiner 2D-Deformationsmodus angeregt) müssen alle Feldgrößen von der
zur Rissfront parallelen Koordinatenrichtung (hier x) unabhängig sein. Demzufolge muss für
die entsprechenden Ableitungen gelten (Gl. (5.11)):
Lx
1
d
(
∂
∂ξ
− r1
ξ
∂
∂r
)
︸ ︷︷ ︸
∂/∂x
u˜(ξ, r, ϕ) = 0
∣∣∣∣ Gl. (5.23)λ3D, λ2D 6= 0 (5.26)
17 vgl. Darstellungen zu Beginn des Kapitels um Abb. 5.1
18 Dabei kann λ2D < 1 sein, muss aber nicht.
19 Dabei ist zu beachten, dass die Transformation r=Rd/z bei z=0 singulär und damit ungültig wird.
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Lx
1
d
(
λ3D − λ2D) rλ2Dφ2D(ϕ) ξλ3D−1φenrc3D = 0 =⇒ λ3D != λ2D (5.27)
Die Bedingung führt also, genauso wie oben für das Verschiebungsfeld, letztendlich darauf,
dass der 3D-Abklingexponent der enrSBFEM-Lösung und der 2D-Abklingexponent der
Anreicherung identisch sein müssen. Damit stellt sich der (−r/d)-Term als notwendig heraus,
um die Forderung nach Invarianz der Verzerrungs- und Spannungsfelder parallel zur Rissfront
zu ermöglichen.
5.1.6 Bestimmung von Anreicherungsfunktionen
Die wohl eleganteste, da analytische, Möglichkeit Anreicherungsfunktionen zu bestimmen,
bietet die Methode komplexer Potentiale (Muskhelishvili, 1977, Lekhnitski˘ı, 1963, Eshelby
et al., 1953, Stroh, 1958).20 Für einfache Felder in homogen-isotropen Materialien wurde auch
auf diese zurückgegriﬀen: So wird in den Folgeteilkapiteln 5.2.1 und 5.2.2 die Konvergenz
der Lösung für 3D-Struktursituationen mit Riss(en) im homogen-isotropen Kontinuum
betrachtet. Dazu werden die aus der Methode komplexer Potentiale entwickelten analytischen
Nahfelder für die Rissmoden mit Abklingexponenten λ=0,5 (und teilweise auch λ=1,5) zur
Anreicherung verwendet.
Für den allgemeinen Fall anisotroper Multimaterialkerben wird der aus der Methode kom-
plexer Potentiale folgende Formalismus jedoch merklich aufwendiger und mathematisch
anspruchsvoller. Hier bietet sich als Alternative eine vergleichsweise sehr einfach anwendbare
2D-SBFEM-Formulierung auf Grundlage der Annahmen des GEVZ an (Kap. 4.1.2) – gerade
wenn die Grundlagen der SBFEM für eine 3D-Formulierung ohnehin schon erarbeitet wurden.
Dadurch, dass diejenigen Deformationsmoden, die dem Eigenwert null zugeordnet sind, nicht
benötigt werden, spielen die Herausforderungen, die mit der Bestimmung dieser durch Lösung
des SBFEM-DGLS (4.28) mittels der Eigenwert-Zerlegungs-Methode verbunden sind, hier
keine Rolle.
Allerdings werden für eine Anreicherung neben dem Verschiebungsfeld der Deformationsmoden
auch deren Ableitungen benötigt. Von analytischen Lösungen, die (außer am singulären Punkt)
perfekt glatt sind und beispielsweise mit der Methode komplexer Potentiale bestimmt wurden,
sind die Ableitungen natürlich einfach analytisch zu bestimmen und ebenso glatt sowie auch
von gleicher Qualität wie die Verschiebungslösung selbst. In der nur semi-analytischen 2D-
SBFEM, die in Umfangsrichtung einen FE-Ansatz zur Approximation verwendet, ist einem
FE-Ansatz entsprechend die Ableitung in Umfangsrichtung nicht einmal stetig, weiterhin von
schlechterer Qualität als die Verschiebungslösung und konvergiert schließlich auch noch mit
niedrigerer Ordnung.
Diese Nachteile der Ableitung in Umfangsrichtung gegenüber dem Verschiebungsfeld sowie
dessen Ableitung in Radialrichtung können durch eine Glättung der Ableitungen (z. B. mittels
einer SPR, Kap. 2.3.2, Abb. 2.13-1D) weitgehend beseitigt werden. Durch eine einfache
Konvergenzanalyse kann dann sichergestellt werden, dass die mit der 2D-SBFEM generierten
Anreicherungsfunktionen von ähnlicher Qualität sind, wie es die analytischen wären.
20 Neben der Methode komplexer Potentiale existieren auch noch weitere Ansätze zur analytischen Bestimmung
asymptotischer Nahfelder, wie die Eigenfunktionsexpansionsmethode nach Williams (1952) (vgl. auch
Kap. 3.1), auf die hier aber nicht näher eingegangen sei.
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Abbildung 5.5: Winkelfunktionen der drei 2D-Deformationsmoden ZFR-I, ZFR-II und ZFR-III
(Kap. 4.2.1) und deren Ableitungen bei r=1mm für einen senkrecht auf eine Materialgrenzﬂäche
in einem [90◦/0◦]-T800/Epoxid-Laminat (CFK) treﬀenden ZFR: 1. Zeile: uj(r=1mm,ϕ), 2. Zeile:
∂uj(r,ϕ)
∂r
∣∣
r=1mm
, 3. Zeile: ∂uj(r,ϕ)r∂ϕ
∣∣
r=1mm
. Auskonvergierte Lösung: 48 gleichmäßig über Umfang
verteilte 2D-SBFE, quadratische Ansatzfunktionen, GEVZ.
Abbildung 5.5 zeigt beispielhaft für den bereits in Kapitel 4.2.1 betrachteten Fall eines
senkrecht auf die Materialgrenzﬂäche in einem [90◦/0◦]-T800/Epoxid-Laminat (CFK) tref-
fenden ZFR (vgl. auch Abb. 4.6 für β=90◦) die auskonvergierten Winkelfunktionen der drei
2D-Deformationsmoden
uj = r
λjφ2Dj (ϕ) mit λj < 1 ,
die zu 2D-Spannungssingularitäten (Liniensingularitäten) führen, sowie deren Ableitungen in
radialer und Umfangsrichtung
∂uj
∂r
= λjr
λj−1φ2Dj (ϕ) ,
∂uj
r∂ϕ
= rλj−1
∂φ2Dj (ϕ)
∂ϕ
.
Für die auskonvergierte Lösung (Abklingexponenten, Winkelfunktionen sowie deren Ableitung)
wurden 48 uniform verteilte 2D-SBFE mit quadratischen Ansatzfunktionen auf dem Umfang
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verwendet. Die Ableitung in Umfangsrichtung wurde mit einer SPR geglättet. Die Benennung
der 2D-Deformationsmoden folgt derjenigen in Kapitel 4.2.1. Anders als dort ist das KOS
für die Berechnung der Anreicherungsfunktionen, der Darstellung in Abbildung 5.2 folgend,
aber so gewählt, dass die Rissﬂanken gerade bei ϕ = ±pi und die Materialgrenzﬂäche bei
ϕ = ±pi/2 liegen. Entsprechend sind die Verschiebungskomponenten u, v, w der in Abbildung
5.5 angegebenen Winkelfunktionen φ2Dj in einem kartesischen x, y, z-KOS angegeben, in dem
die x-Achse in Richtung des Rissligaments und die z-Achse aus der betrachteten Ebene heraus
zeigt.21 Weiterhin sind die Winkelfunktionen, wie in Kapitel 4.2.2 bereits vorweggenommen,
so normiert, dass ihre euklidische Norm an der Rissﬂanke bei ϕ = pi gerade unitär wird:
‖φ2Dj (ϕ = pi)‖ = 1 .
Die Winkelfunktionen φ2Dj (ϕ) zeigen das erwartete symmetrische (ZFR-I), antimetrische
(ZFR-II) und schließlich rein nicht-ebene Proﬁl (ZFR-III). Die reinen Winkelfunktionen der
Ableitungen ∂uj
∂r
der Deformationsmoden in Radialrichtung sind oﬀensichtlich bis auf einen
Faktor λj identisch mit den Winkelfunktionen φ
2D
j (ϕ). Die Winkelfunktionen der Ableitungen
∂uj
r∂ϕ
in Umfangsrichtung enthalten die erwarteten Unstetigkeiten an den Materialübergängen
und teils auch größere Gradienten als die Winkelfunktionen φ2Dj . Dies lässt darauf schließen,
dass vor allem für eine qualitativ gute Darstellung der Ableitung in Umfangsrichtung so viele
2D-SBFE auf dem Umfang notwendig waren und deshalb der für die Implementierung einer
SPR betriebene Aufwand gerechtfertigt war.22
Diese mit Hilfe der 2D-SBFEM (GEVZ) generierten Anreicherungsfunktionen werden ebenfalls,
neben den schon erwähnten klassischen Rissmoden, im Folgekapitel im Rahmen einiger
Konvergenzanalysen für die enrSBFEM Anwendung ﬁnden.
5.2 Konvergenzanalyse für einige kanonische Beispiele
Im Folgenden wird die Konvergenz der Lösung des Randwertproblems anhand einiger kanoni-
scher Beispiele untersucht. Im Fokus steht dabei der Vergleich zwischen angereicherter und
nicht angereicherter Formulierung der SBFEM – insbesondere hinsichtlich Einbußen bei den
Konvergenzeigenschaften und die Rückgewinnung der optimalen Konvergenz.
Dazu wird jeweils ein 3D-Kontinuum mit mindestens einem Riss betrachtet und daraus
ein Teilgebiet herausgeschnitten, welches dann mit der SBFEM zu modellieren ist. Dieses
Teilgebiet Ω ist der Einfachheit halber würfelförmig mit Kantenlänge ℓ = 2mm gewählt. Der
abgebildete Abschnitt der Rissfront verläuft zentral von einer Würfelseite zur gegenüberlie-
genden und die Rissﬂanken sind parallel zu den Würfelkanten ausgerichtet. Abbildung 5.6
zeigt ein solches Teilgebiet für ein Kontinuum mit Einzelriss (Abb. 5.6a) und eines mit
zwei senkrecht aufeinander treﬀenden Rissen (Abb. 5.6b), wobei hier jeweils auch noch eine
Materialgrenzﬂäche (senkrecht auf Rissebenen stehend) mit berücksichtigt ist.
21 Für ξ = 1 und r=0 entspricht dieses kartesische KOS gerade dem ηs1, η
s
2, ξ-KOS in Abbildung 5.2.
22 Zum Vergleich: Im Falle des klassischen Rissspitzenfeldes sind für eine gute Qualität der Anreicherungs-
funktionen schon ca. ein Viertel der hier verwendeten quadratischen 2D-SBFE ausreichend.
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Abbildung 5.6: Würfelförmiger Ausschnitt aus 3D-Kontinuum mit Riss(en) sowie Materialgrenz-
ﬂäche (und angedeuteter möglicher Material-/Faser-Ausrichtung). Modellierung dessen mit der
SBFEM/enrSBFEM: Skalierungszentrum im Würfelzentrum und Diskretisierung des Gebiets-
rands. Angereicherte Randknoten sind rot markiert. (a) Ein, (b) zwei durchlaufende Risse mit
Rissfront auf Materialgrenzﬂäche.
Die Würfeloberﬂächen sind mit einem uniformen Netz mit einer geraden Anzahl von ne
Rechteck-Elementen entlang einer Würfelkante diskretisiert. Dann können Risse durch Dop-
pelknoten auf dem Randnetz modelliert werden, sodass sich ohne Anreicherung insgesamt
nDOF = [(6n
2
e + 2)︸ ︷︷ ︸
Würfel
+(2ne − 1)︸ ︷︷ ︸
Riss
] · 3 (5.28)
Freiheitsgrade ergeben. Das Skalierungszentrum ist im Würfelzentrum zu platzieren, sodass
die Rissfront, durch das Skalierungszentrum verlaufend, von zwei in einer Linie liegenden
Skalierungsstrahlen abgebildet wird. Als Ansatzfunktionen werden lineare oder quadratische
Lagrangepolynome (C4- bzw. C8-Elemente mit 4 bzw. 8 Knoten auf dem diskretisierten Rand)
verwendet. In der angereicherten Formulierung werden an Würfelseiten Γs, wo die Rissfront
auf einen diskretisierten Gebietsrand triﬀt, alle Knoten mit Ausnahme der Kantenknoten
angereichert. Damit ist, unabhängig von der Vernetzung, immer ein gleich großes Gebiet
durch angereicherte Elemente23 abgedeckt. Dies ist in der XFEM entscheidend (Laborde et al.,
2005), um die optimale Konvergenz durch die Anreicherung vollständig wiederzuerlangen,
und hat sich auch für die enrSBFEM als notwendig erwiesen.
Für die numerische Integration der SBFEM-Systemmatrizen wird in Elementen mit ange-
reicherten Knoten eine Gaußintegration 10-ter Ordnung und in Elementen, die unmittelbar
an die Rissfront grenzen, gleichzeitig eine quasi-polare Integration (Abb. 5.3) durchgeführt.
Weiterhin wird die numerische Integration parallelisiert, um weiter Rechenzeit einzusparen.
23 Elemente, die angereicherte Knoten enthalten
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Die gesamte Implementierung fand im selbst geschriebenen SBFEM-Code in Matlab R©
statt.
Zur Überprüfung der Konvergenzeigenschaften werden die aus dem Eigenwertproblem extra-
hierten Abklingexponenten λj , sowie im Rahmen von vollständig gelösten Randwertproblemen
auch die L2-Norm des Verschiebungsfehlers und die entsprechende Energie-Norm herangezo-
gen. Der relative Fehler für die berechneten Abklingexponenten λj lässt sich bei bekannter
exakter Lösung λ∗j folgendermaßen angeben:
eλ,j =
|λj − λ∗j |
λ∗j
≈ C hm = C
(
ℓ
ne
)m
. (5.29)
Bei hinreichend feiner Diskretisierung ist dann, wie bei allen Finite-Elemente-Methoden,
ein Konvergenzverhalten in der Art eines Potenzgesetzes mit Vorfaktor C und Konvergenz-
ordnung m zu erwarten (h= ℓ/ne stellt dabei eine charakteristische Elementabmessung dar,
vgl. Kap. 2.3.3).
Die Eigenvektoren φj sind als zweiter wesentlicher Lösungsanteil des Eigenwertproblems
(REF) nur schwer direkt für eine Konvergenzbetrachtung zugänglich. Dies liegt maßgeblich
daran, dass sie als Eigenvektoren stets beliebig skalierbar und deshalb zunächst für die
Vergleichbarkeit geeignet zu normieren sind. Die Auswirkungen dieser Eigenschaft auf die
Konvergenzanalyse wurden in der Arbeit von Bremm (2017) mit Hilfe des vorliegenden
enrSBFEM-Codes untersucht und am Beispiel des klassischen Risses im homogenen isotropen
Kontinuum eine signiﬁkante Abhängigkeit der Konvergenzordnung von der gewählten Nor-
mierung gezeigt. Über den Umweg der vollständigen Lösung eines Randwertproblems, in dem
über die Randbedingungen nur der Deformationsmodus mit Eigenvektor φj angeregt wurde,
konnte die Konvergenz des Eigenvektors und damit des gesamten Deformationsmodus aber
dennoch zielführend untersucht werden. Die Lösung des vollständigen Randwertproblems
lieferte also gerade die geforderte geeignete Normierung des Eigenvektors. Im Folgekapitel ist
unter anderem eine Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Untersuchung dargestellt.
Ist die exakte Lösung u des gesamten Randwertproblems bekannt, kann auch der relative
Verschiebungsfehler in der L2- und Energienorm angegeben werden. Dies ist erstrebenswert, da
die mathematischen Konvergenzbeweise klassischerweise in der L2-Norm der Verschiebungen
bzw. in der Energienorm ausgeführt sind. Allerdings existieren entsprechende Beweise nach
Wissen des Autors bisher nur für die Standardformulierung der SBFEM mit uniformen sowie
speziell gradierten Netzen (Apel et al. (2002b)). Da diese aber identische Konvergenzeigen-
schaften ergeben haben, wie sie auch schon für die klassische FEM gezeigt wurden (z. B. in
Apel et al. (1996)), sei hier davon ausgegangen, dass entsprechende Ergebnisse, die für eine
Anreicherung der klassischen FEM gelten (vgl. Blum (1988) und Kap. 2.3.4), auch auf eine
angereicherte Formulierung der SBFEM übertragbar sind. Tatsächlich wird sich im Laufe
dieses Kapitels zeigen, dass sich diese Annahme in der Praxis als gerechtfertigt erwiesen hat.
Da im Speziellen die Konvergenz der Eigenvektoren (als weiterer Indikator der Konvergenz
der Deformationsmoden, neben der Konvergenz der Eigenwerte) untersucht werden soll, reicht
es aus, die L2- und Energienorm nur über den diskretisierten Rand Γd zu bilden.
eu,L2(Γd) =
‖u˜− u‖L2(Γd)
‖u‖L2(Γd)
, eu,a(Γd) =
‖u˜− u‖a(Γd)
‖u‖a(Γd)
(5.30)
Etwas anwendungsnäher und mit weniger Aufwand berechenbar sind die Gesamtformände-
rungsenergie U oder beispielsweise eine geeignete Durchschnittsverschiebung u¯. Eine geeignete
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Durchschnittsverschiebung u¯ ist z. B. zu bestimmen, indem die Verschiebungen in jeder
Diskretisierung an den gleichen Stellen ausgewertet und gemittelt werden. Die Gesamtform-
änderungsenergie kann direkt aus der Verschiebungslösung des Randwertproblems und der
Randsteiﬁgkeitsmatrix berechnet werden, woraus sich dann wieder ein relativer Fehler eU
bestimmen lässt.
U =
1
2
u˜TncKBu˜nc −→ eU =
|U − U∗|
U∗
(5.31)
Der Fehler eU in der Gesamtformänderungsenergie unterscheidet sich vom Fehler eu,a(Γd)
in der Energienorm zum einen dadurch, dass er über das gesamte betrachtete Gebiet Ω
anstatt nur über den diskretisierten Gebietsrand Γd gebildet wird. Zum anderen ist die
Berechnung der Gesamtformänderungsenergie nichtlinear in den Verschiebungen, sodass es
einen Unterschied macht, ob die Berechnung des Fehlers auf der Verschiebungs- (u˜−u) oder
erst auf der Energieebene (U − U∗) erfolgt.
Im Allgemeinen ist die exakte Lösung λ∗j ,u jedoch unbekannt, sodass die angegebenen
Fehlermaße nicht direkt bestimmt werden können. Mit Hilfe einer Richardson-Extrapolation
(Richardson (1911), Richardson u. Gaunt (1927)) des Typs
λj = C h
m + λextj (5.32)
kann anhand dreier Lösungen des Eigenwertproblems verschiedener Diskretisierungen h1, h2, h3
ein extrapolierter Abklingexponent λextj bestimmt und als Ersatz für den exakten Wert
verwendet werden. Dabei wird der extrapolierte Wert umso näher am exakten liegen, desto
feiner die drei Diskretisierungen gewählt wurden. Dieses Vorgehen kann analog auch auf die
relativen Fehler der Gesamtformänderungsenergie und einer Durchschnittsverschiebung, nicht
aber auf die L2- und Energienorm des Verschiebungsfehlers, angewendet werden.24
Im Folgenden werden die Fälle des klassischen Risses im homogen-isotropen Kontinuum, der
senkrecht auf der Grenzﬂäche stehende Zwischenfaserriss in einem [0◦/90◦]-T800/Epoxid-
Laminat (CFK), sowie die entsprechenden Doppelrisssituationen betrachtet, in denen zwei
ebene Risse im Skalierungszentrum senkrecht aufeinander treﬀen (Abb. 5.6b).
5.2.1 Riss in homogen-isotropem Kontinuum
Das kanonische Problem eines ebenen Risses mit gerader Rissfront in einem homogen-isotropen
Kontinuum wird betrachtet. Die Rissﬂanken seien unbelastet. Da die resultierenden Span-
nungsfelder hier unabhängig vom Elastizitätsmodul E sind und auch die Verschiebungsfelder
nur antiproportional mit E skalieren (vgl. analytische Lösung), sind die im folgenden gezeigten
Ergebnisse weitgehend unabhängig von den Materialeigenschaften. Für die Querkontrakti-
onszahl wurde ein Wert von ν = 0.3 gewählt, doch hat auch sie nur einen untergeordneten
Einﬂuss auf die in diesem Teilkapitel dargestellten Ergebnisse.
In der dreidimensionalen Lösung der Struktursituation treten zum einen die drei klassischen
Deformationsmoden mit Abklingexponent λ=0,5, die auch zu singulären Spannungen an
der Rissfront führen und in der Bruchmechanikliteratur häuﬁg nur als Modus I, II und III
bezeichnet werden (z. B.Gross u. Seelig (2016)), auf (1. Zeile in Abb. 5.7). Zum anderen liegen
sechs weitere Deformationsmoden mit Abklingexponent λ=1,5 vor, wovon aber nur drei auch
24 Die L2- und Energienorm des Verschiebungsfehlers benötigen die exakte Verschiebungslösung bereits vor
Bildung der (nichtlinearen) Norm.
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I II III
IV V VI
VII VIII IX
Abbildung 5.7: Deformationsmoden der Struktursituation eines geraden, ebenen Risses im
homogen-isotropen 3D-Kontinuum (zur besseren Darstellung um 90◦ gegenüber Abb. 5.6a ge-
dreht). 1. Zeile: klassische Rissmoden mit Abklingexponent λ3D=λ2D=0,5 (z. B.Gross u. Seelig
(2016)). 2. Zeile: höhere Rissmoden mit λ3D=λ2D=1,5 und zweidimensional veränderlichem
Verschiebungsfeld. 3. Zeile: höhere Rissmoden mit in Richtung der Rissfront veränderlichem
Verschiebungsfeld: λ3D=1,5, λ2D=0,5.
über eine 2D-Analyse mit zugrundeliegendem GEVZ zugängig sind (2. Zeile in Abb. 5.7). Das
jeweilige Verschiebungsfeld der übrigen drei ist in Richtung der Rissfront veränderlich (3. Zeile
in Abb. 5.7). Diese sechs Deformationsmoden sind im Rahmen dieser Arbeit in Anlehnung an
die Deﬁnition der klassischen Rissmoden eingeordnet und fortlaufend römisch nummeriert:
Spalte 1 in Abb. 5.7 enthält bezüglich der Ebene der Rissﬂanken symmetrische Rissmoden
(I,IV,VII), Spalte 2 antimetrische Rissmoden mit einer dominierenden Relativverschiebung
der Rissﬂanken normal zur Rissfront (II,V,VIII) und Spalte 3 die Rissmoden mit einer
dominierenden Relativverschiebung der Rissﬂanken tangential zur Rissfront (III,VI,IX).25
In Hell u. Becker (2016a) wurden gegenüber der Standardformulierung wesentlich verbesserte
Konvergenzeigenschaften der enrSBFEM für diese Struktursituation gefunden, wobei in der
dort verwendeten Implementierung noch keine quasi-polare Integration und keine Paralle-
lisierung der Berechnung der Systemmatrizen integriert war. Des Weiteren wurde dort die
Zerlegung (2.170) des Rissspitzenfeldes nach Fleming et al. (1997) für die Anreicherungs-
funktionen verwendet. Diese Wahl der Anreicherungsfunktionen bot gegenüber der direkten
25 In der gegebenen Struktursituation treten natürlich auch Deformationsmoden mit λ=0 (Starrkörperver-
schiebungen) und λ=1 (Starrkörperrotationen und homogene Verzerrungen) auf, die aber alle schon mit
linearen Ansatzfunktionen nahezu exakt abgebildet werden und daher für eine Konvergenzbetrachtung
uninteressant sind. Höhere Deformationsmoden sollen hier zugunsten einer übersichtlicheren Darstellung
ebenfalls außen vor bleiben. Deformationsmoden mit ganzzahligen Abklingexponenten konvergieren ohne-
hin stets optimal und auf die übrigen sind die in diesem Teilkapitel gezogenen Schlussfolgerungen zu den
oben genannten Rissmoden analog übertragbar.
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Abbildung 5.8: Vergleich der Konvergenz der relativen Fehler eλ,j (5.29) der Abklingexponen-
ten/Eigenwerte λj zwischen Standardformulierung und angereicherter Formulierung der SBFEM
unter Verwendung von bilinearen C4-Elementen. a) Rissmoden I (schwarz), II (blau), III (grün);
b) Rissmoden IV, VII (schwarz), V, VIII (blau), VI, IX (grün). Näherungsgeraden der Form
Cn−mλe an die berechneten Werte eλ sind aus den beiden feinsten Diskretisierungen bestimmt
(durchgängig: Rissmoden I-VI; gestrichelt: Rissmoden VII-IX).
Verwendung der Rissmoden eine höhere Flexibilität in der Gewichtung der trigonometri-
schen Funktionen im Rissspitzenfeld. Andererseits führte es durch die höhere Anzahl an
Freiheitsgraden (24 statt nur 6 zusätzliche DOF pro angereichertem Gebiet Ωs für die ersten
drei Rissmoden) zu einem etwas gesteigerten Rechenaufwand. Hinzu kommt, dass sich eine
Anreicherung für höhere Rissmoden (IV,V,...) mit λ=1,5 als problematisch herausgestell-
te, während gleichzeitig die gewonnene Flexibilität aus der Zerlegung des Rissspitzenfeldes
weitgehend ungenutzt blieb. Denn Hell u. Becker (2016a) konnten auch zeigen, dass die
Verhältnisse der Anreicherungskoeﬃzienten in der gegebenen Situation gerade zu denen
eines EVZ konvergieren.26 Deshalb werden im Folgenden die Ergebnisse für den schon von
Benzley (1974) verfolgten Ansatz einer direkten Anreicherung mit den eigentlichen Rissmoden
(Gln. (2.91)–(2.93), EVZ) gezeigt.
Konvergenz der Abklingexponenten λ
Nach Apel et al. (2002b) ist in Abwesenheit jeglicher Spannungssingularitäten in allen dis-
kretisierten Ebenen mit einer optimalen Konvergenzordnung der Abklingexponenten von
mλ = 2p zu rechnen, wobei p den Polynomgrad der verwendeten Ansatzfunktionen darstellt.
Dies entspricht gerade der zu erwartenden Konvergenzordnung für die Gesamtformänderungs-
energie der SBFEM aber auch der Standard-FEM. Wird jedoch innerhalb einer diskretisierten
Ebene ein 2D-Deformationsmodus mit Abklingexponent λ2D < p angesprochen (z. B. solche
mit singulären Spannungen), dann ist die Konvergenzordnung unabhängig vom Polynomgrad
p auf mλ = 2λ2D beschränkt. An dieser Stelle sei noch einmal darauf hingewiesen, dass klar
zwischen den Abklingexponenten λ2D der 2D-Deformationsmoden (Liniensingularität) auf
dem diskretisierten Gebietsrand und den Abklingexponenten λ3D der 3D-Deformationsmoden
(Punktsingularität) zu unterscheiden ist. Letztere werden im Folgenden der einfacheren
Schreibweise halber meist nur mit λ betitelt.
26wie nach Aksentian (1967) zu erwarten
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Tabelle 5.1: Konvergenzordnungen mλ des relativen Fehlers eλ,j (Gl. (5.29)) der Abklingexponen-
ten/Eigenwerte λj .
Rissmodus I II III IV V VI VII VIII IX
SBFEM 1,0 1,0 1,0 2,0 2,0 2,0 1,0 1,0 1,0
enrSBFEM 1,9 1,7 2,4 2,0 2,0 2,0 3,9 2,0 2,1
Die Abbildungen 5.8a und b zeigen für die neun Rissmoden aus Abbildung 5.7 die Konvergenz
des relativen Fehlers eλ (5.29) der Abklingexponenten in doppellogarithmischer Auftragung.
Für die zugrunde liegenden Berechnungen sind lineare Ansatzfunktionen (C4-Elemente, p=1)
verwendet worden. Die kreisförmigen Punkte stellen die mit Hilfe der angereicherten Formu-
lierung der SBFEM (enrSBFEM) gewonnenen Ergebnisse für verschiedene Diskretisierungen
dar, die quadratischen Punkte entstammen Berechnungen mit identischer Diskretisierung
aber ohne Anreicherung. Dadurch enthalten hier alle SBFEM-Rechnungen genau 12 DOF
weniger als die entsprechenden enrSBFEM-Rechnungen gleicher Diskretisierung, was aber
in Anbetracht der mit ne schnell wachsenden Gesamtzahl der Freiheitsgrade (s.Gl. 5.28:
nDOF(ne=6) = 687) kaum ins Gewicht fällt. Zur Reduzierung der Rechenzeit wurde für
die hier durchgeführten Analysen anstatt des sonst verwendeten QR-Algorithmus auf ein
iteratives Arnoldi-Verfahren27 zur Lösung des Eigenwertproblems zurückgegriﬀen. Dieses
liefert zwar nur eine ausgewählte Anzahl von Eigenwerten und Eigenvektoren, ist dafür aber
insbesondere für große Matrizen schneller und benötigt weniger Arbeitsspeicher. Letzterer
stellt bei Berechnungen auf einfachen Desktop-PCs häuﬁg den begrenzenden Faktor dar. Die
Näherungsgeraden in Abbildungen 5.8a und b der Art Cn−mλe sind aus den Datenpunkten der
zwei feinsten betrachteten Diskretisierungen (ne=28, 32) bestimmt. Ihre Steigung bildet im
doppellogarithmischen Diagramm die Konvergenzordnung mλ ab. Phänomenologisch kann mit
ihrer Hilfe abhängig davon, durch wie viele der berechneten Datenpunkte diese Funktionen
verlaufen, argumentiert werden, ob mit einer weiteren Änderung der Konvergenzordnung bei
zunehmender Verfeinerung der Diskretisierung zu rechnen ist oder nicht.
In Abbildung 5.8a werden die Rissmoden I-III (λ=0,5) betrachtet. Die immense Verbesserung
der Genauigkeit aufgrund der Anreicherung ist unmittelbar ersichtlich: Der relative Fehler
reduziert sich um mehrere Größenordnungen und nimmt schon für grobe Diskretisierungen sehr
kleine Werte an. Nur für die gröbste Diskretisierung mit ne=2 ist der Fehler mit Anreicherung
von ähnlicher Größe wie ohne Anreicherung. Dies liegt darin begründet, dass bei dieser
Diskretisierung noch keine voll angereicherten Elemente, sondern nur Blending-Elemente, um
die Rissfront herum vorhanden sind. Die Konvergenzordnungen sind ohne Anreicherung, wie
erwartet, auf den doppelten Wert des Abklingexponenten λ2D=0,5 beschränkt mλ ≈ 2λ2D=1.
Mit Anreicherung verbessern sich auch die Konvergenzordnungen wesentlich (vgl. Tab. 5.1).
Für Rissmodus III wird sogar die optimale28 Konvergenzordnung von moptλ =2 mit m
enr
λIII
≈ 2,4
übertroﬀen und ist damit superkonvergent. Für Rissmodus I wird eine Konvergenzordnung
von menrλI ≈ 1,9, aber für Rissmodus II der etwas niedrigere Werte von nur menrλII ≈ 1,7 erreicht.
Gerade für Rissmodus II durchläuft die zugehörige Näherungsfunktion vergleichsweise wenige
27 Matlab-Funktion eigs(), Arnoldi (1951), MATLAB (2014)
28 Die „optimale“ Konvergenzordnung bezeichnet hier diejenige, die im Falle eines glatten Randwertproblems
(keine Spannungssingularitäten) theoretisch mindestens zu erwarten sind.
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Datenpunkte und lässt somit auf eine wahrscheinlich zunehmende Konvergenzordnung bei
weiterer Netzverfeinerung schließen.29
In Abbildung 5.8b ist die Konvergenz der Abklingexponenten der Rissmoden IV-IX (λ=1,5)
dargestellt. Die zu den Rissmoden VII-IX zugehörigen Näherungsgeraden sind gestrichelt
dargestellt, die übrigen drei durchgezogen. Die mit und ohne Anreicherung erhaltenen Ergeb-
nisse sind für die Rissmoden IV-VI kaum auseinander zu halten. Es wird stets die optimale
Konvergenzordnung von moptλ ≈ 2 erreicht, was darin begründet liegt, dass der Abklingexpo-
nent des jeweils auf dem diskretisierten Gebietsrand aktiven 2D-Deformationsmodus nicht
kleiner ist als der verwendete Polynomgrad
λ2D = 1,5 > p=1 .
Anders stellt sich die Situation hingegen bei den Rissmoden VII-IX dar, die ein auch parallel
zur Rissfront veränderliches Verschiebungsfeld aufweisen. Der Abklingexponent des auf
dem diskretisierten Gebietsrand an der Rissfront aktiven 2D-Deformationsmodus entspricht
hier nicht mehr wie in den bisher betrachteten Fällen gerade dem Abklingexponent des
3D-Deformationsmodus (hier λ3D=1,5), sondern beträgt wie bei den Rissmoden I-III nur
λ2D=0,5 < p=1. Somit liegt ohne Anreicherung nur eine Konvergenzordnung mstλ ≈ 1 und
eine ähnlich eingeschränkte Genauigkeit vor, wie es bei den Rissmoden I-III der Fall war. Mit
Anreicherung reduziert sich der relative Fehler in der Berechnung der 3D-Abklingexponenten
wieder um mehr als eine Größenordnung und es werden Konvergenzordnungen menrλ ≥ 2
erreicht (vgl. Tab. 5.1).
Am Beispiel der hier betrachteten Rissmoden I-IX soll ein kurzer Blick auf das Thema der
Interaktion von 2D- und 3D-Deformationsmoden geworfen werden. Dazu sei im Folgenden
für eine bessere Übersichtlichkeit nur der Anreicherungsanteil der Verschiebungslösung (5.20)
im voll angereicherten Gebiet und ohne Abzug der Knotenwerte berücksichtigt (vgl. Gl. 5.24).
So liegen bei den Rissmoden I-III mit λ2D=λ3D = 0,5 und bei den Rissmoden IV-VI mit
λ2D=λ3D = 1,5 jeweils identische Abklingexponenten der angesprochenen 2D- und 3D-
Deformationsmoden vor. Damit ist der 2D-Spannungsintensitätsfaktor c2D nach Gleichung
(5.24) richtigerweise konstant entlang der Rissfront:
c2DI−VI = konst .
Hingegen ergibt sich für die Rissmoden VII-IX mit λ3D − λ2D=1,5 − 0,5 = 1 gerade eine
lineare Variation des Spannungsintensitätsfaktors entlang der Rissfront (hier entlang der
x-Achse):
c2DVI−IX ∝ x .
Daher liegt die Vermutung nahe, dass zumindest einige dieser Rissmoden auch durch eine
quasi-zweidimensionale Analyse mit einer Schubdeformationstheorie erster Ordnung (Reissner-
Mindlin-Plattentheorie, z. B.Mittelstedt u. Becker (2016)) abzubilden sind. In dieser Platten-
theorie werden folgende Ansätze für die Verschiebungen formuliert:
u(x, y, z) =
 u(y, z)xψy(y, z)
xψz(y, z)
 (5.33)
29 Feinere Diskretisierungen wurden aufgrund des schnell mit ne steigenden Rechenaufwands und beson-
ders auch Arbeitsspeicherbedarfs nicht berücksichtigt. Allein die Lösung des Eigenwertproblems mit
nDOF(ne=32) = 18 627 mittels der Matlab-Funktion eigs() benötigte auf einem Standard-Desktop-PC
etwa 20min Rechenzeit und einen Maximalwert von 50GB Arbeitsspeicher.
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mit der Absenkung der Plattenmittelebene u(y, z) sowie den Neigungen ψy(y, z) und ψz(y, z)
der Normalen auf der Plattenmittelebene in y- bzw. z-Richtung. Die Rissnahfelder in ent-
sprechenden Reissner-Mindlin-Platten wurden von zahlreichen Autoren untersucht (siehe
z. B. Felger u. Becker (2017) und die darin zitierten Arbeiten). Tatsächlich scheinen die hier
dargestellten Rissmoden VII und VIII gerade jenen in der Arbeit von Felger u. Becker (2017),
die allgemein die Singularitätsordnungen und zugehörigen Deformationsmoden an Bimaterial-
kerben in Reissner-Mindlin-Platten mit der Methode komplexer Potentiale untersuchten, zu
entsprechen: Beide enthalten im Wesentlichen ebene Verschiebungen senkrecht zur Rissfront
und sind in Richtung der Rissfront selbst, wie gezeigt, nur linear veränderlich. Dann kann
der symmetrische Rissmodus VII gerade dem aus dem symmetrischen Biegemoment MS
resultierenden Deformationsmodus und der antisymmetrische Rissmodus VIII gerade dem
aus dem antisymmetrischen Drillmoment MA resultierenden Deformationsmodus in Felger
u. Becker (2017) zugeordnet werden. Hingegen kann Rissmodus IX nicht dieser Analogie
folgend dem aus der antisymmetrischen Querkraft QA resultierenden Deformationsmodus
dort entsprechen, da schon der Verschiebungsansatz (5.33) keine lineare Veränderung des
Verschiebungsfeldes in u = u(y, z) parallel zur Rissfront (x-Richtung) vorsieht.
Konvergenz der Deformationsmoden im Randwertproblem
Wie zu Beginn dieses Kapitels dargestellt, sind die Deformationsmoden aufgrund der be-
liebigen Skalierbarkeit der in ihnen enthaltenen Eigenvektoren nicht unmittelbar bezüglich
ihrer Konvergenzeigenschaften zu untersuchen. Sie sind zuerst geeignet zu normieren, was
beispielsweise durch Lösung eines vollständigen Randwertproblems möglich ist. Damit ein
Deformationsmodus isoliert untersucht werden kann, muss seine exakte Lösung bekannt sein30,
denn dann kann er gezielt durch eine entsprechende Wahl der Randbedingungen angeregt
werden.
Im Folgenden werden nur die Rissmoden I-VI aus Abbildung 5.7 betrachtet, da nur für diese
eine analytische Lösung vorliegt. Diese ist für die Rissmoden I-III den Gleichungen (2.91–2.93)
zu entnehmen. Für die Rissmoden IV-VI lautet sie wie folgt:
uIV(r, ϕ) =
KIV
2G
√
r3
2pi
cos(ϕ/2)(2 + κ− (2κ+ 1) cos(ϕ))sin(ϕ/2)(2− κ− (2κ− 1) cos(ϕ))
0
 Modus IV (5.34)
uV(r, ϕ) =
KV
2G
√
r3
2pi
sin(ϕ/2)(κ+ 4 + (5 + 2κ) cos(ϕ))cos(ϕ/2)(κ− 4 + (5− 2κ) cos(ϕ))
0
 ModusV (5.35)
uVI(r, ϕ) =
2KVI
G
√
r3
2pi
 00
sin(ϕ/2)(2 cos(ϕ) + 1)
 ModusVI (5.36)
Mit den analytischen Lösungen konforme Verschiebungen werden an den Knoten auf dem
diskretisierten Gebietsrand Γns (vgl. Abb. 5.2b) vorgeschrieben. An den übrigen Würfelﬂächen
Γs, wo also die Rissfront auf den diskretisierten Gebietsrand Γd triﬀt, werden im Falle der
30 Die Bestimmung einer Näherung der exakten Lösung mit Hilfe einer Richardson-Extrapolation ist
problematisch. Zwar können die Verschiebungen einzelner Knoten extrapoliert werden, wenn diese Knoten
in allen für die Extrapolation herangezogenen Netzen vorhanden sind. Zwischen diesen Knoten greift das
Schema jedoch nicht.
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Rissmoden I, II, IV und V die Verschiebungen senkrecht auf der Fläche gesperrt31, um den zu
Grunde liegenden EVZ zu simulieren. Dazu sind im Falle der angereicherten Formulierung
auch die Koeﬃzienten der Anreicherungsfunktionen zu Modus III zu null zu setzen. Für die
Rissmoden III und VI ist ein longitudinaler Schubspannungszustand nachzubilden. Hierfür
werden an den Würfelﬂächen Γs die Verschiebungen senkrecht zur Rissfront gesperrt32 und nun
die Koeﬃzienten der Anreicherungsfunktionen zu Modus I und II zu null gesetzt. Tatsächlich
sind die Wichtungsfaktoren aller Deformationsmoden cj 6= 0 und nicht nur desjenigen, der
angeregt werden sollte. Allerdings waren sie in den durchgeführten Berechnungen stets um
mindestens vier Größenordnungen kleiner und daher vermutlich vor allem auf numerische
Ungenauigkeiten zurückzuführen. In jedem Fall ﬁelen sie, wie in der Arbeit von Bremm (2017)
gezeigt, bei der Bestimmung der Konvergenzeigenschaften kaum ins Gewicht (Einﬂuss auf
Konvergenzordnung des relativen Fehlers in L2- und Energienorm stets < 3%).
Die Konvergenzeigenschaften werden für die einzelnen Rissmoden mit Hilfe der Energienorm
und L2-Norm in den Verschiebungen (Gln. (5.30)) untersucht. Dabei wird der relative Fehler
eu,L2(Γs), eu,a(Γs) der jeweiligen Norm nur über den diskretisierten Gebietsrand Γs gebildet,
denn am übrigen diskretisierten Rand Γns sind die Verschiebungen über die Randbedingungen
ohnehin vollständig vorgeschrieben. Gleichzeitig existiert auf Γns ein in den Randkoordinaten
glattes Verschiebungsfeld, sodass dort die Normen nur auf den klassischen Interpolationsfehler
eines Gebiets ohne Singularitäten führen können. Dadurch ergeben sich dort unabhängig
von einer Anreicherung automatisch (mindestens) die optimalen Konvergenzeigenschaften,
die klassischerweise gerade aus einer Abschätzung des Interpolationsfehlers abgeleitet sind
(vgl. Kap. 2.3.4). Die Integration über Γs erfolgt wieder numerisch mittels einer Gaußquadratur.
Da der Integrand mit der analytischen Lösung nun stets singuläre Terme enthält, wird sowohl
für Berechnungen mit als auch ohne Anreicherung mit 10×10 Integrationspunkten pro Element
und bei Elementen an der Rissfront quasi-polar integriert.
Tabelle 2.1 zeigt die erwarteten Konvergenzordnungen einer klassischen FEM nach den Ab-
schätzungen (2.172) und (2.173) für die gegebene Struktursituation. Dabei ist eine Unterschei-
dung zwischen den zu erwartenden Werten für lineare und quadratische Ansatzfunktionen, so-
wie ohne und mit Anreicherung getroﬀen. Die Anreicherung kann mit 2D-Deformationsmoden
bis halbzahligen Abklingexponenten λ2D = 0,5 oder 1,5 erfolgen. Ohne Anreicherung ist
unabhängig vom Polynomgrad in der L2-Norm nur eine Konvergenz der Ordnung O(h) und
in der Energienorm der Ordnung O(h0,5) zu erwarten. Unter der Verwendung linearer Ansatz-
funktionen (p=1) wird bei einer Anreicherung mit den 2D-Deformationsmoden zu λ2D=0,5
die optimale Konvergenz wiederhergestellt. Für quadratische Ansatzfunktionen (p=2) sind
dazu zusätzlich die 2D-Deformationsmoden zu λ2D=1,5 notwendig – immer vorausgesetzt,
dass diese auch auf dem diskretisierten Gebietsrand angesprochen werden.
Die Abbildungen 5.9a und b zeigen Ergebnisse aus Bremm (2017) im doppellogarithmischen
Diagramm zur Konvergenz der Verschiebungslösungen bei zunehmender Netzfeinheit für
die sechs betrachteten Rissmoden I-VI in der L2- und der Energienorm. Die Berechnungen
hierfür wurden mit linearen Ansatzfunktionen (C4-Elemente, p=1) durchgeführt. Schwarze
Datenpunkte stellen Ergebnisse, die ohne Anreicherung berechnet wurden, und rote Da-
tenpunkte diejenigen, die mit Anreicherung mit den singulären 2D-Deformationsmoden zu
λ2D=0,5 bestimmt wurden, dar. Die eingezeichneten Geraden sind wie in Abbildung 5.8
31 ux(Γs)= 0, wobei das kartesische KOS im Skalierungszentrum liegt, die x-Achse in Richtung der Rissfront
zeigt und die z-Achse ebenfalls in der Rissebene liegt.
32 uy(Γs)=uz(Γs)= 0
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Abbildung 5.9: Relativer Fehler in (a) L2-Norm, (b) Energienorm über Rand Γs für C4-Elemente
(p=1) bei Lösung des Randwertproblems ohne und mit Anreicherung (mit λ2D=0,5), – Riss-
moden I-III, - - Rissmoden IV-VI. (Ergebnisse aus Bremm (2017).)
Tabelle 5.2: Konvergenzordnungen des relativen Fehlers eu,L2 bzw. eu,a in der L2- respektive
Energienorm über den Rand Γs für C4-Elemente (p=1) ohne (SBFEM) und mit Anreicherung
(enrSBFEM, λ2D=0,5).
Rissmodus I II III IV V VI
SBFEM, ‖ · ‖L2 0,99 1,05 1,17 1,98 1,99 1,98
enrSBFEM, ‖ · ‖L2 2,12 2,12 1,91 1,98 1,98 1,98
SBFEM, ‖ · ‖a 0,52 0,52 0,56 0,99 0,99 1,00
enrSBFEM, ‖ · ‖a 1,57 1,56 1,50 0,99 0,99 1,00
wieder Potenznäherungsfunktionen an die zwei Datenpunkte der beiden feinsten Diskretisie-
rungen. In beiden Normen ist für die Rissmoden I-III (durchgezogene Linien) eine wesentliche
Verbesserung sowohl der Genauigkeit als auch der Konvergenzordnung durch die Anreicherung
erkennbar (vergleiche auch Tab. 5.2). Ohne Anreicherung beträgt die Konvergenzordnung
für alle drei Rissmoden in der L2-Norm mstL2 ≈ 1 und in der Energienorm msta ≈ 0,5. Mit
Anreicherung verbessern sie sich in der L2-Norm auf menrL2 ≈ 2 und in der Energienorm
auf menra ≈ 1,5. Diese Werte entsprechen geraden den nach Blum (1988) für eine klassische
FEM-Lösung erwarteten Werten aus Tabelle 2.1. Nur die Konvergenzordnung des relativen
Fehlers in der Energienorm übertriﬀt den erwarteten Wert von 1. Da der relative Fehler auf
dem nicht einbezogenen Teilrand Γns als Interpolationsfehler aber gerade der Ordnung O(h)
entsprechen muss, ergäbe sich für den gesamten diskretisierten Gebietsrand Γd = Γs ∪ Γns
(und hinreichend feine Diskretisierungen) wieder eine Konvergenzordnung von menra ≈ 1.
Für die Rissmoden IV-VI (gestrichelte Linien in Abb. 5.9a und b) sind die Ergebnisse mit
und ohne Anreicherung, wie schon zuvor bei der Konvergenzanalyse der Abklingexponenten
(vgl. Abb. 5.8b), kaum von einander zu unterscheiden: Die Konvergenzordnung beträgt
mL2 ≈ 2 in der L2-Norm und ma ≈ 1 in der Energienorm, welche jeweils auch die erwarteten
Werte nach Tabelle 2.1 darstellen.
Nachdem die für die klassische FEM mit Anreicherung erwarteten Konvergenzordnungen
(Tab. 2.1) auch für die SBFEM in Standardformulierung und mit Anreicherung jeweils unter
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Abbildung 5.10: Relativer Fehler in (a,b) L2-Norm, (c,d) Energienorm über Rand Γs für C8-
Elemente (p=2) bei Lösung des Randwertproblems ohne und mit Anreicherung, – Moden I-III,
- - Moden IV-VI. (a) Anreicherung bis λ2Dmax=0,5, (b) Anreicherung bis λ
2D
max=1,5. (Ergebnisse
entnommen aus Bremm (2017)).
Verwendung von linearen Ansatzfunktionen bestätigt wurden, bleibt die Frage, ob dies auch
für die Verwendung von Ansatzfunktionen höherer Ordnung genauso gilt. Zur Beantwortung
dessen seien im Folgenden quadratische Ansatzfunktionen auf dem diskretisierten Rand
betrachtet. Die entsprechenden SBFE besitzen auf dem diskretisierten Rand acht Knoten33 und
werden daher im Folgenden als C8-Elemente bezeichnet. Der Abbildung 5.9 für C4-Elemente
entsprechend, zeigt Abbildung 5.10 die Ergebnisse der Konvergenzstudie von Bremm (2017) für
C8-Elemente. Dabei zeigen Abbildungen 5.10 a und c die Konvergenz des relativen Fehlers in
L2- bzw. Energienorm bei gleicher Anreicherung, wie sie vorher für die C4-Elemente verwendet
wurden (mit den 2D-Deformationsmoden zu λ2D=0,5). Durch die Anreicherung zeigt sich
sowohl in der L2- als auch in der Energienorm eine fundamentale Verbesserung der Genauigkeit
für die Rissmoden I-III (durchgezogene Linien). Auch die zughörigen Konvergenzordnungen
verbessern sich mit Anreicherung von mstL2 ≈ 1 auf nun menrL2 ≈ 3,8 in der L2-Norm und von
msta ≈ 0,5 auf menra ≈ 2,8 in der Energienorm (s. Tab. 5.3). Damit übersteigen die beiden mit
der angereicherten Formulierung erhaltenen Werte die nach Tabelle 2.1 erwarteten jeweils
um mehr als 1. Hierzu ist jedoch wieder anzuführen, dass die Normen nur über den Teilrand
33 Finite-Elemente mit einer reduzierten Lagrange-Polynombasis werden auch Serendipity-Elemente genannt
(vgl. z. B. Zienkiewicz et al. (2013)). Allerdings ist zu beachten, dass diese für nichtebene, gekrümmte
Elementgeometrien nur begrenzt geeignet sind.
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Tabelle 5.3: Konvergenzordnungen des relativen Fehlers eu,L2 bzw. eu,a in der L2- respektive
Energienorm über dem Rand Γs für C8-Elemente (p=2) ohne (SBFEM) und mit Anreicherung
(enrSBFEM).
Rissmodus I II III IV V VI
SBFEM, ‖ · ‖L2 1,01 1,04 1,09 2,36 2,39 2,46
enrSBFEM (bis λ=0,5), ‖ · ‖L2 3,82 3,83 3,67 2,43 2,42 2,46
enrSBFEM (bis λ=1,5), ‖ · ‖L2 3,82 3,83 3,67 3,60 3,61 3,52
SBFEM, ‖ · ‖a 0,52 0,52 0,53 1,50 1,50 1,56
enrSBFEM (bis λ=0,5), ‖ · ‖a 2,80 2,80 2,65 1,50 1,50 1,56
enrSBFEM (bis λ=1,5), ‖ · ‖a 2,80 2,80 2,65 2,61 2,61 2,53
Γs gebildet wurden, und dass eine Berücksichtigung auch des Teilrandes Γns, wo die Bildung
der Normen jeweils genau den Interpolationsfehler ergeben muss, die Konvergenzordnungen
in der L2-Norm bis auf 3 und in der Energienorm bis auf 2 begrenzen könnte. Dennoch
wären auch diese beiden Werte nach Tabelle 2.1 erst für eine zusätzliche Anreicherung mit
den 2D-Deformationsmoden zu λ2D=1,5 zu erwarten. Hier ist darauf zu verweisen, dass
die in Tabelle 2.1 angegebenen Konvergenzordnungen Untergrenzen für die Konvergenz
der jeweiligen Normen darstellen, und dass die angegebenen Konvergenzordnungen für
C8-Elemente und Anreicherung mit den 2D-Deformationsmoden zu λ2D=0,5 insbesondere
dann gelten, wenn auf dem diskretisierten Rand die 2D-Deformationsmoden zu λ2D=1,5
angesprochen werden. Dies ist für die Rissmoden I-III gerade nicht der Fall, gilt aber
natürlich bei den Rissmoden IV-VI (gestrichelte Linien). Für diese werden ohne Anreicherung
mit den 2D-Deformationsmoden zu λ2D=1,5 nur Konvergenzordnungen mL2 ≈ 2,5 und
ma ≈ 1,5 erreicht (vgl. Abb. 5.10 a, c und Tab. 5.3). Mit der entsprechenden Anreicherung
verbessern jedoch auch sie sich auf die optimale Konvergenz für quadratische Ansatzfunktionen
(vgl. Abb. 5.10 b und d). Damit bleibt festzuhalten, dass die aus den Konvergenzbeweisen
zur klassischen FEM mit Anreicherung von Blum (1988) ableitbaren Schlussfolgerungen zu
den Konvergenzeigenschaften augenscheinlich auch auf die enrSBFEM anwendbar sind. Dies
erscheint zwar auf den ersten Blick natürlich, war aber in Anbetracht des Konvergenzbeweises
zur Verwendung von gradierten Randdiskretisierungen in der SBFEM von Apel et al. (2002b),
welcher sich deutlich komplexer als sein Pendant in der klassischen FEM darstellt, nicht
unbedingt zu erwarten.
Für ein tieferes Verständnis der Auswirkungen der Anreicherung auf die Verschiebungslösung
seien im Folgenden die Fehlerverteilung sowie die lokale Konvergenz in ausgewählten Patches
auf dem diskretisierten Rand betrachtet. In Abbildung 5.11 ist die Verteilung der relativen
Fehler eu,L2 und eu,a am Beispiel des Randwertproblems für Rissmodus I jeweils für eine
Berechnung ohne und mit Anreicherung dargestellt. Dazu ist beispielhaft die Diskretisierung
mit ne=14 C4-Elementen (lineare Ansatzfunktionen) pro Würfelkante und die in diesem
Fall ausreichende Anreicherung mit den 2D-Deformationsmoden zu λ2D=0,5 ausgewählt
worden. Ohne Anreicherung ist der relative Fehler in der L2-Norm auf dem Teilrand Γns
nahezu vernachlässigbar klein (Abb. 5.11 a). Er bildet, bedingt durch die Formulierung des
Randwertproblems, gerade den Interpolationsfehler in der L2-Norm ab. Vergleichsweise klein
fällt er aber aufgrund der Tatsache, dass auf Γns nur die glatte Winkelfunktion des Rissmodus
mit den gegebenen linearen Ansatzfunktionen nachgebildet werden muss, aus. Auf dem
Teilrand Γs, also den Würfelseiten, wo die Rissfront auf den diskretisierten Gebietsrand triﬀt,
ergibt sich hingegen der erwartungsgemäß große Fehler (hier ist insbesondere die
√
r-Funktion
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Abbildung 5.11: Verteilung des relativen Fehlers für ne=14 C4-Elemente (p=1) über Würfelkante
in der L2-Norm eu,L2 (erste Zeile) und der Energienorm eu,a (zweite Zeile). SBFEM (linke
Spalte), enrSBFEM (rechte Spalte, mit Anreicherung bis λ2D=0,5). (Bremm, 2017)
mit unendlicher Steigung an der Rissfront abzubilden). Mit Anreicherung wird der Fehler auf
Γs auf das Niveau des Interpolationsfehlers auf Γns und damit wesentlich reduziert.
Bei Betrachtung der Verteilung des relativen Fehlers in der Energienorm (Abb. 5.11 c, d) fällt
zunächst anhand der unterschiedlichen Skalen auf, dass dieser den Fehler in der L2-Norm
um mehr als eine Größenordnung übersteigt. Ohne Anreicherung konzentriert er sich vor
allem in der näheren Umgebung der Rissﬂanken, hier auch auf dem Teilrand Γns, wo nur der
Interpolationsfehler auftreten kann (Abb. 5.11 a). Dies liegt darin begründet, dass dort die
Spannungen der exakten Lösung in der Ebene senkrecht zur Rissfront zu null werden, was von
der Näherungslösung aber nicht abgebildet wird. Der resultierende Fehler in den Spannungen
geht dann in den Integranden der Energienorm ein. Wird mit der exakten Lösung angereichert
(Abb. 5.11 d), werden die Spannungsrandbedingungen natürlich auch exakt erfüllt, sodass der
relative Fehler insbesondere in voll angereicherten Elementen wesentlich reduziert wird. Der
hohe Fehlerwert in den Elementen an den Rissﬂanken auf Γns (Interpolationsfehler) bleibt
davon natürlich unberührt. In den Blending-Elementen wird der Fehler immerhin so weit
reduziert, dass er ungefähr dem Interpolationsfehler entspricht.
Zur Betrachtung der lokalen Konvergenz werden Teilgebiete E1, ..., E10 deﬁniert (Abb. 5.12)
und die Diskretisierungen mit ne=4, 8, 12, 16, 20 Elementen je Würfelkante verwendet. Die
Diskretisierungen mit C4-Elementen sind so gewählt, dass nur ganze Elemente in den Teilge-
bieten liegen. Die Abbildungen 5.13 a und b zeigen die Konvergenz des relativen Fehlers der
Verschiebungen in der L2-Norm für die einzelnen Teilgebiete am Beispiel von Rissmodus I.
Abbildung 5.13 a enthält die Ergebnisse für die Standardformulierung der SBFEM. Wie zu
erwarten, ist der Fehler in den Teilgebieten E1, E2 an der Rissfront besonders groß, während
er in den Teilgebieten E9, E10 mit dem reinen Interpolationsfehler besonders klein ist. Die ent-
sprechenden Konvergenzordnungen ergeben sich zu mstL2 ≈ 1 bzw. mstL2 ≈ 2 (vgl. Tab. 5.4). Die
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Abbildung 5.12: Teilgebiete zur Betrachtung der lokalen Konvergenz. (Bremm, 2017)
Tabelle 5.4: Gebietsweise Konvergenzordnungen für Deformationsmodus I (aus Bremm (2017)).
Zuordnung: siehe Abbildung 5.12.
Element- Fehler in L2-Norm Fehler in Energienorm
nummer SBFEM enrSBFEM SBFEM enrSBFEM
E1 0,849 2,051 0,441 2,075
E2 0,992 2,048 0,519 2,045
E3 1,261 2,236 1,039 1,575
E4 1,249 2,179 1,131 1,518
E5 1,030 2,201 1,027 1,593
E6 0,837 2,025 0,939 1,554
E7 1,346 2,119 1,088 1,525
E8 1,769 2,119 0,986 1,628
E9 2,001 2,001 1,011 1,001
E10 1,982 1,982 0,999 0,999
Konvergenzordnung und Genauigkeit für die Teilgebiete E3-E8 bewegen sich zwischen diesen
beiden Extremen, zeigen aber auch klar, dass sich der negative Einﬂuss der Singularität nicht
nur auf ihre unmittelbare Umgebung beschränkt. Dies indiziert, dass die Verwendung von
Viertelpunktelementen (Lee u. Im, 2003, Brod, 2015) nicht ausreichend ist, um die optimale
Konvergenz wiederherzustellen, sondern dass es dazu der Anreicherung eines konstant großen
Gebietes bedarf (wie auch von Laborde et al. (2005) für den Fall einer 2D-XFEM gezeigt).
Die Abbildung 5.13b zeigt die entsprechenden Ergebnisse der enrSBFEM. Hier konvergiert
der relative Fehler aller Teilgebiete mit der gleichen, optimalen Ordnung.
Die Abbildungen 5.13c und d enthalten die Ergebnisse für die Energienorm. Ohne Anrei-
cherung ist der relative Fehler in den Teilgebieten E1, E2 an der Singularität besonders
ausgeprägt, aber auch in den weiteren nahe der Rissﬂanken liegenden Teilgebieten E3, E10
noch vergleichsweise groß. Trotzdem konvergiert er nur in den Teilgebieten E1, E2 mit der
reduzierten Ordnung O(h0,5) ansonsten aber mit O(h). Mit Anreicherung ist die Genauigkeit
wieder stark verbessert, besonders für die Teilgebiete E1, E2, auf denen der relative Fehler
sogar quadratisch konvergiert und für alle Diskretisierungen um mehr als zwei Größenordnun-
gen kleiner ist. Auch auf den Teilgebieten E3-E8 liegt die Konvergenzordnung des Fehlers
nun durchweg bei verbesserten Werten um 1,5. Nur auf den Teilgebieten E9, E10 zeigen die
Ergebnisse weiter den Interpolationsfehler und bleiben damit unverändert.
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Abbildung 5.13: Gebietsweise Konvergenz der relativen Fehler in der L2-Norm eu,L2 (obere Zeile)
und in der Energienorm (untere Zeile) für Deformationsmodus I unter Verwendung von C4-
Elementen (p=1): SBFEM (linke Spalte), enrSBFEM (rechte Spalte). (Bremm, 2017)
5.2.2 Zwei senkrecht aufeinander treﬀende ebene Risse im homogen-isotropen
Kontinuum
Das im vorangehenden Teilkapitel betrachtete Problem eines Risses im unendlichen, homoge-
nen und isotropen Körper war zwar im dreidimensionalen Raum gestellt, jedoch (zumindest
in Teilen) auch auf ein Problem zweidimensionalen Charakters reduzierbar, sodass sogar
analytische Lösungen (z. B. mit der Methode komplexer Potentiale) zugänglich waren. Nun
soll ein inhärent dreidimensionales Problem mit Rissinteraktion, für das eine analytische
Lösung nicht mehr bekannt ist, betrachtet und die enrSBFEM in Bezug auf dieses Beispiel
auf ihre Tauglichkeit überprüft werden. Hierzu sei angemerkt, dass dadurch, dass numerisch
berechnete Werte nicht mehr direkt mit einem exakten, analytischen Wert verglichen wer-
den können, die angekündigte Richardson-Extrapolation (5.32) genutzt wird, um dennoch
Aussagen über die Konvergenzeigenschaften ableiten zu können.
Beispielhaft soll auf das Rissinteraktionsproblem zweier senkrecht aufeinander treﬀender
ebener Risse im homogen-isotropen Kontinuum (vgl. Abb. 5.6b), wie es von Hell u. Becker
(2014) schon mit der Standardformulierung der SBFEM und einer gradierten Diskretisierung
behandelt wurde, zurückgekommen werden. Die Leistungsfähigkeit der enrSBFEM gegen-
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Abbildung 5.14: Konvergenz der Abklingexponenten/Eigenwerte λj der Deformationsmoden
co1/co2 (schwarz, durchgängig/gestrichelt), cs1/cs2 (blau), ct1/ct2 (grün) für homogenes, iso-
tropes Kontinuum. Vergleich zwischen Standardformulierung (SBFEM) und angereicherter For-
mulierung (enrSBFEM) unter Verwendung von bilinearen C4-Elementen. Eingezeichnete Gera-
den stellen (a) die mit einer Richardson-Extrapolation (5.32) bestimmten Abklingexponenten
λext bzw. (b) Näherungsfunktionen der Form Cn−mλe an die Datenpunkte der zwei feinsten
Diskretisierungen dar.
Tabelle 5.5: Mit einer Richardson-Extrapolation ermittelte Abklingexponenten λext und Konver-
genzordnungen ihres relativen Fehlers mλ für singuläre Deformationsmoden mit 0 < λj < 1 aus
Berechnungen mit C4-Elementen (p=1) ohne (SBFEM) und mit Anreicherung (enrSBFEM,
λ2D=0,5).
Deformationsmodus co1 co2 cs1 / cs2 ct1 ct2
SBFEM, λext 0,38240 0,67313 0,50773 0,33880 0,79185
enrSBFEM, λext 0,38242 0,67299 0,50775 0,33847 0,79207
SBFEM, mstλ 0,99 1,13 1,00 1,09 0,95
enrSBFEM, menrλ 1,99 1,93 1,93 2,09 2,20
über der Standardformulierung wird wieder anhand eines Vergleichs der Konvergenz der
Abklingexponenten λj gezeigt. Dazu werden auch hier würfelförmige Ausschnitte aus dem
inﬁniten Kontinuum mit einem uniformen Randnetz aus C4-Elementen (p=1) diskretisiert.
In der angereicherten Formulierung sind alle Knoten auf Würfelﬂächen Γs, auf denen eine
Rissfront mündet, bis auf die Kanten- und Eckenknoten angereichert. Als Anreicherungs-
funktionen werden direkt die Rissmoden I-III mit λ2D=0,5 genutzt (siehe Gln. (2.91–2.93)).
Der Vollständigkeit halber sei erwähnt, dass als Materialdaten der Elastizitätsmodul und die
Querkontraktionszahl von Stahl verwendet werden,
E = 210 000MPa , ν = 0,3 ,
die Ergebnisse aufgrund der Homogenität der Materialeigenschaften im Modell aber natürlich
wieder unabhängig vom Elastizitätsmodul sein müssen.
Diese Struktursituation führt, wie ihr anisotropes Pendant mit Materialgrenzﬂäche aus Kapi-
tel 4.2.2, zu sechs Deformationsmoden, die singuläre Spannungen im Rissinteraktionspunkt
beinhalten: die beiden symmetrischen Rissöﬀnungsmoden co1/co2, die beiden Rissschermoden
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Tabelle 5.6: Mit einer Richardson-Extrapolation ermittelte Abklingexponenten λext und Kon-
vergenzordnungen ihres relativen Fehlers mλ für einige Deformationsmoden mit λj > 1 aus
Berechnungen mit C4-Elementen (p=1) ohne (SBFEM) und mit Anreicherung (enrSBFEM,
λ2D=0,5).
Deformationsmodus 14 15 16-19 20-21 22 23 24
SBFEM, λext - 1,298 1,412±0,150i 1,499 1,696 1,795 2,000
enrSBFEM, λext 1,260 1,298 1,411±0,150i 1,500 1,696 1,797 2,000
SBFEM, mstλ - 1,09 1,06 1,36 1,54 0,79 2,01
enrSBFEM, menrλ 1,99 2,12 2,24 1,85 2,00 1,99 1.98
cs1/cs2 und die beiden Rissverwindungsmoden ct1/ct2 (vgl. Abb. 4.10). In den Abbildun-
gen 5.14 a und b ist das Konvergenzverhalten der zugehörigen Abklingexponenten graﬁsch
dargestellt. Abbildung 5.14 a zeigt die mit Hilfe der angereicherten (runde Marker) und
Standardformulierung (quadratische Marker) der SBFEM berechneten Abklingexponenten
für Diskretisierungen mit ne=2, 4, ..., 16, 20, ..., 32 Elementen entlang jeder Würfelkante. Die
mittels einer Richardson-Extrapolation aus den drei feinsten Diskretisierungen ermittelten
Abklingexponenten λext sind für die angereicherte und die Standardformulierung nahezu
identisch (Tab. 5.5, maximale relative Abweichung < 0,1%) und in Abbildung 5.14 a als hori-
zontale Linien eingezeichnet. Schon in dieser Darstellung ist die Überlegenheit der enrSBFEM
ersichtlich: Während die Abklingexponenten der Standardformulierung nur langsam gegen die
extrapolierten Werte konvergieren, liegen die mittels der enrSBFEM berechneten Werte schon
für sehr grobe Diskretisierungen auf den eingezeichneten horizontalen Linien. Im doppelloga-
rithmischen Diagramm des relativen Fehlers (Abb. 5.14 b) wird dies noch oﬀensichtlicher: Die
berechneten Werte der angereicherten Formulierung konvergieren ungefähr quadratisch gegen
λext, die mit der Standardformulierung berechneten Werte hingegen nur linear (vgl. Tab. 5.5).
Die Genauigkeit, die mit der Standardformulierung erst für eine Diskretisierung mit ne=32
erreicht wird, wird von der angereicherten Formulierung bereits für die Diskretisierung mit
ne=4 erreicht.
Tabelle 5.6 zeigt entsprechende Ergebnisse für höhere Deformationsmoden, d.h. solche mit
höherwertigen Abklingexponenten. Deformationsmoden mit Abklingexponenten λj = 0 und
λj = 1 werden in der Betrachtung ausgespart, da sie natürlicherweise schon von der SBFEM
mit C4-Elementen (p=1), egal ob angereichert oder nicht und unabhängig vom Diskreti-
sierungsgrad, nahezu exakt abgebildet werden (Fehler ist numerisch Null). Die Ergebnisse
der höheren Deformationsmoden zeigen wie schon vorher bei den Deformationsmoden mit
3D-Spannungssingularitäten (λ < 1), dass die aus den drei feinsten Diskretisierungen extra-
polierten Abklingexponenten für die angereicherte und die Standardformulierung weitgehend
übereinstimmen34. Auch hier beträgt die relative Abweichung weniger als 0,1%. Die ange-
reicherte Formulierung liefert weiterhin in etwa quadratische Konvergenzraten, nur bei den
Deformationsmoden j=20, 21 liegt die Konvergenzrate mit menrλ ≈ 1,85 zwar niedriger, über-
triﬀt diejenige der Standardformulierung mstλ ≈ 1,36 jedoch immer noch deutlich. Erst für den
Deformationsmodus mit λ24=2 erreicht auch die Standardformulierung wieder quadratische
Konvergenz, da hier keine singulären 2D-Rissmoden mehr auf dem Würfelrand angesprochen
werden.
34 Anmerkung: Für λ14 konnten mit der SBFEM keine sinnvoll extrapolierten Werte bestimmt werden, da die
Ergebnisse nicht die notwendige monotone Konvergenz zeigten, auch wenn deren Abweichungen gegenüber
dem extrapolierten Wert aus der angereicherten Formulierung klein waren (≈ 0,1%)
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Tabelle 5.7: Mit einer Richardson-Extrapolation bestimmte Abklingexponenten λext und Kon-
vergenzordnungen ihres relativen Fehlers mλ für die Rissmoden I, II, III eines vertikalen Zwi-
schenfaserrisses an der Grenzﬂäche eines T800/Epoxid-Kreuzverbundes. Berechnungen mit
dreidimensionaler SBFEM mit C4-Elementen (p=1) ohne (SBFEM-3D) und mit Anreiche-
rung (enrSBFEM-3D). Anreicherung mit entsprechenden Rissmoden I, II, III aus 2D-SBFEM-
Rechnung (GEVZ) mit 48 quadratischen Elementen über Kreisumfang (vgl. Kap. 5.1.6).
ZFR-Modus I II III
SBFEM-2D (GEVZ, 48S3), λ2D 0,64987 0,51713 0,46795
SBFEM-3D, λext 0,64987 0,51707 0,47104
enrSBFEM-3D, λext 0,64986 0,51713 0,46792
SBFEM-3D, mstλ 1,37 1,01 1,14
enrSBFEM-3D, menrλ 1,96 5,29 2,17
Damit hat die angereicherte Formulierung auch für inhärent dreidimensionale singuläre
asymptotische Felder gezeigt, dass sie in der Lage ist, die erwarteten optimalen Konvergenz-
eigenschaften eines glatten Randwertproblems wiederherzustellen.
5.2.3 Zwischenfaserriss triﬀt auf Grenzﬂäche im Kreuzverbund
Bisher wurden nur Spannungssingularitäten an Rissen in homogen-isotropen Kontinua betrach-
tet. Diese hätten ebenfalls mit einem Viertelpunktelementansatz (der das Rissverschiebungs-
feld u ∝ r1/2 abbilden kann, Henshell u. Shaw (1975), Kuna (2008)) auf dem diskretisierten
Rand an der Rissfront gewinnbringend untersucht werden können, wenn auch mit geringerer
Konvergenzgeschwindigkeit und Eﬃzienz.
Nun seien jedoch allgemeinere und komplexere Struktursituationen, in denen Spannungssin-
gularitäten mit λ 6= 0,5 auftreten können und die eigentlich im Fokus der vorliegenden Arbeit
stehen, betrachtet. Bei Anwendung einfacher Gebietsreskalierungsstrategien treten hier die
eingangs des Kapitels diskutierten Nachteile auf:
• im Falle der Reskalierung des Gebietes der an den Punkt singulärer Spannungen angren-
zenden Elemente: Verlust der Vollständigkeit des Ansatzes und schwindender Bereich
der exakten Abbildung des singulären Feldes bei einer Verfeinerung der Diskretisierung.
• im Falle der gradierten Diskretisierung in der Umgebung des Punktes singulärer Span-
nungen: mangelnde Eﬃzienz bezüglich der Freiheitsgrade.
Hier soll nun die an einen Zwischenfaserriss im Faserverbundlaminat angelehnte Struktursi-
tuation eines Zwischenfaserrisses auf der Grenzﬂäche eines T800/Epoxid-Kreuzverbundes aus
Kapitel 4.2.1 und 5.1.6 rekapituliert werden (Abb. 4.6, 5.6 a). Dieses Problem wurde dort zu
Vergleichszwecken reduziert auf einen GEVZ mit einer 2D-SBFEM-Analyse betrachtet und
die drei Deformationsmoden mit singulären Spannungen genauer untersucht und dargestellt.
Zur Struktursituation des klassischen Risses im homogen-isotropen Kontinuum analoge sym-
metrische und antimetrische Rissmoden wurden auch hier gefunden und seien im Folgenden
weiterhin mit Zwischenfaser-Rissmodus (ZFR-Modus) I, II und III benannt. Tabelle 5.7 gibt
die Abklingexponenten dieser ZFR-Moden für eine auskonvergierte 2D-SBFEM-Lösung mit
48 quadratischen Elementen auf dem Umfang an. Wie im eingangs des Kapitels dargestellten,
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Abbildung 5.15: Konvergenz der Abklingexponenten zu ZFR-Moden I (schwarz, durchgän-
gig/gestrichelt), II (blau), III (grün) an einer [0◦/90◦]-T800/Epoxid-Grenzﬂäche. Vergleich zwi-
schen Standardformulierung (SBFEM) und angereicherter Formulierung (enrSBFEM) unter Ver-
wendung von bilinearen C4-Elementen. Linien stellen (a) die mit einer Richardson-Extrapolation
(5.32) bestimmten Abklingexponenten λext bzw. (b) Näherungsfunktionen der Form Cn−mλe an
die letzten drei Datenpunkte dar.
vergleichsweise simplen Problem von Labossiere u. Dunn (2001) sind die Abklingexponenten
reell. Anstatt nur eines Deformationsmoden mit singulären Spannungen existieren hier aber
drei, wovon ZFR-Modus III mit λ=0,46795 < 0,5 sogar einer Supersingularität (Kap. 4.2.1)
zuzuordnen ist.
Nun soll diese auch durch eine 2D-Analyse zugängliche Struktursituation wie in Teilkapitel 5.2.1
genutzt werden, um die Konvergenzeigenschaften der 3D-SBFEM mit und ohne Anreicherung
zu analysieren. Dazu sei wieder ein würfelförmiges Gebiet um die Rissfront betrachtet und
der Gebietsrand mit bilinearen C4-Elementen diskretisiert (Abb. 5.6 a). Die Materialdaten
des T800/Epoxid-Verbundes sind in Tabelle A.1 gegeben. Es sollen die Abklingexponenten
der Deformationsmoden mit singulären Spannungen bezüglich ihrer Konvergenzeigenschaften
sowohl mit der angereicherten als auch mit der Standardformulierung der SBFEM untersucht
werden. Für die enrSBFEM erfolgt die Anreicherung wie in den bisherigen Untersuchungen
auf den Würfelseiten Γs, wo aber die Würfelkanten ausgespart werden. Als Anreicherungs-
funktionen können natürlich nicht mehr die analytischen Rissmoden nach Gln. (2.91–2.93)
verwendet werden, sondern die zur Struktursituation passenden Deformationsmoden mit
singulären Spannungen. Da eine vollständige analytische Lösung für diese in der Literatur
nicht gefunden wurde, wurden die Ergebnisse aus der 2D-SBFEM-Analyse (GEVZ) aus
Kapitel 5.1.6 eingesetzt.
Zunächst ist bei allen drei ZFR-Moden festzustellen (Tab. 5.7), dass die extrapolierten
Abklingexponenten, die mittels einer Richardson-Extrapolation für die angereicherte wie
Standardformulierung der SBFEM bestimmt wurden, sowohl untereinander als auch vom
Wert der auskonvergierten 2D-SBFEM-Lösung kaum abweichen (ZFR-Modus I, II: < 0,01%).
Nur für den ZFR-Modus III ist die Abweichung des extrapolierten Wertes ohne Anreicherung
größer (ca. 0,67%). Für die ZFR-Moden I, II (schwarz, blau in Abb. 5.15) mit λ > 0,5 ist das
Konvergenzverhalten des Abklingexponenten ähnlich der bisherigen Ergebnisse: Die ange-
reicherte Formulierung zeigt schon bei sehr groben Diskretisierungen kaum Abweichungen
gegenüber dem extrapolierten Wert, während die Standardformulierung langsamer konver-
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giert (Abb. 5.15 a). Dies spiegelt sich auch in Abbildung 5.15 b wider, wo direkt ersichtlich
ist, dass sich außer der Genauigkeit auch die Konvergenzordnung durch die Anreicherung
verbessert. Ein genauerer Blick auf die Konvergenzordnung (Tab. 5.7) zeigt, dass diese für die
Standardformulierung, wie erwartet, jeweils ungefähr dem doppelten Abklingexponenten des
angeregten 2D-ZFR-Modus entspricht:
mstλI = 1,37 ≈ 2λ2DI = 1,30 , mstλII = 1,01 ≈ 2λ2DII = 1,03 .
Mit Anreicherung verbessert sich die Konvergenzordnung für ZFR-Modus I erwartungsgemäß
auf menrλI ≈ 2. Für ZFR-Modus II wird eine ungewöhnlich, aber nicht unerwünscht, hohe
Konvergenzordnung von über mstλIII = 5 erreicht.
Sehr interessant gestaltet sich hingegen das Konvergenzverhalten des Abklingexponenten
von ZFR-Modus III (grün in Abb. 5.15). Seine Konvergenzordnung verbessert sich mit
Anreicherung wie erwartet von mstλIII = 1,14 auf m
enr
λIII
= 2,17. Aber in Abb. 5.15 a fällt
sofort die außergewöhnlich große Abweichung des Abklingexponenten, der mit Hilfe der
Standardformulierung bestimmt wurde, auf. Die relative Abweichung beträgt auch bei ne=10
Elementen entlang einer Würfelseite noch 20% und liegt selbst bei der feinsten Diskretisierung
noch über 4%. Der relative Fehler mit Anreicherung liegt hingegen schon für ne=10 klar
unter 1%.
Die Anreicherung der SBFEM zeigt sich also auch für anisotrope Materialien an Mehrmaterial-
ecken bzw. -kanten geeignet, um die optimalen Konvergenzeigenschaften wiederherzustellen.
Zur Abbildung der Supersingularität von ZFR-Modus III lohnt sich der Einsatz der Anrei-
cherung aber besonders bzw. erscheint beinahe unverzichtbar. Dabei ist für die Anreicherung
nicht unbedingt eine analytische 2D-Lösung notwendig, sondern es kann auch eine 2D-SBFEM-
Lösung verwendet werden.
5.2.4 Zwei aufeinander treﬀende Zwischenfaserrisse im Kreuzverbund
Schließlich soll auch für den anisotropen Mehrmaterialfall einer 3D-Rissinteraktion die Kon-
vergenz der Abklingexponenten untersucht werden. Beispielhaft sei dazu die Struktursituation
aus Kapitel 4.2.2 rekapituliert, in der zwei gerade, ebene Zwischenfaserrisse im T800/Epoxid-
Kreuzverbund senkrecht auf die Grenzﬂäche und aufeinander treﬀen (Abb. 5.6 b, Materialdaten
UD-Schicht: Tab.A.1). Es wird ein würfelförmiges Gebiet um den Rissinteraktionspunkt
betrachtet und der Gebietsrand mit bilinearen C4-Elementen diskretisiert. Die Anreicherung
erfolgt mit den gleichen drei Deformationsmoden wie im vorangehenden Teilkapitel (siehe
auch Kap. 5.1.6): ZFR-Modus I mit λ2DI = 0,64986, ZFR-Modus II mit λ
2D
II = 0,51713 und
ZFR-Modus III mit λ2DIII = 0,46792.
Es resultieren die bekannten Deformationsmoden mit Singularitäten am Rissinteraktions-
punkt co1, co2, cs1, cs2, ct1, ct2. Wieder weichen die extrapolierten Abklingexponenten der
angereicherten sowie Standardformulierung der SBFEM für Deformationsmoden, in denen
maßgeblich die ZFR-Moden I und/oder II angesprochen werden, kaum voneinander ab (<
0,02%, Tab. 5.8), was für ihre Zuverlässigkeit spricht. Nur für Deformationsmoden ct1 und ct2,
bei denen an beiden ZFR im wesentlich ZFR-Modus III angesprochen ist, ist die Abweichung
wieder größer (ca. 0,09%). In Anbetracht der Tatsache, dass im vorangehenden Teilkapitel der
extrapolierte Abklingexponent der SBFEM-Standardformulierung die größere Abweichung
von der Referenzlösung aufwies, liegt der Schluss nahe, dass auch hier die angereicherte
Formulierung den zuverlässigeren Wert liefert.
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Abbildung 5.16: Konvergenz der Abklingexponenten/Eigenwerte λj der Deformationsmoden
co1/co2 (schwarz, durchgängig/gestrichelt), cs1/cs2 (blau), ct1/ct2 (grün) von zwei senk-
recht in der Grenzﬂäche eines T800/Epoxid-Kreuzverbundes aufeinander treﬀenden Zwischen-
faserrissen. Vergleich zwischen Standardformulierung (SBFEM) und angereicherter Formulie-
rung (enrSBFEM) bei Nutzung von bilinearen C4-Elementen. Linien stellen (a) die mit einer
Richardson-Extrapolation (5.32) bestimmten Abklingexponenten λext bzw. (b) Näherungsfunk-
tionen der Form Cn−mλe an die letzten drei Datenpunkte dar.
Tabelle 5.8: Mit einer Richardson-Extrapolation bestimmte Abklingexponenten λext und Konver-
genzordnungen ihres relativen Fehlers mλ für singuläre Deformationsmoden mit 0 < λj < 1 aus
Berechnungen mit C4-Elementen (p=1) ohne (SBFEM) und mit Anreicherung (enrSBFEM,
λ2DI = 0,64986, λ
2D
II = 0,51713, λ
2D
III= 0,46792).
Deformationsmodus co1 co2 cs1 / cs2 ct1 ct2
SBFEM, λext 0,54378 0,83812 0,52021 0,37294 0,64720
enrSBFEM, λext 0,54381 0,83798 0,52029 0,36970 0,64368
SBFEM, mstλ 1,37 1,56 0,99 1,17 1,09
enrSBFEM, menrλ 1,95 2,08 1,97 1,32 1,92
Auch bezüglich der Genauigkeit der Abklingexponenten der Deformationsmoden ct1 und ct2
(grün in Abb. 5.16 a und b) zeichnet sich ein ähnliches Bild, wie im Falle des Einfach-ZFR:
Mit der Standardformulierung liegen sie teils fernab der extrapolierten Werte (wieder ca. 20%
Abweichung bei ne=10) und konvergieren erwartungsgemäß langsam (mstλ ≈ 1,1), während
der relative Fehler mit der angereicherten Formulierung der SBFEM schon für ne=6 unter 2%
liegt. Die Konvergenzordnung bleibt dabei mit einem aus den drei feinsten Diskretisierungen
abgeschätzten Wert menrλ ≈ 1,3 zwar hinter den Erwartungen zurück, jedoch ist anhand von
Abbildung 5.16 b zu antizipieren, dass diese mit zunehmender Diskretisierung weiter ansteigen
würde. Für die übrigen fünf Deformationsmoden co1, co2, cs1, cs2 und ct2 wird durch die
Anreicherung die erwartete optimale Konvergenzordnung von menrλ ≈ 2 erreicht. Auch bei
den vier Deformationsmoden co1, co2, cs1 und cs2 bringt die Anreicherung eine merkliche
Verbesserung der Genauigkeit der Abklingexponenten (siehe Abb. 5.16 b), wenn auch weniger
ausgeprägt als bei ct1 und ct2.
Schließlich ist in Tabelle 5.9 ein Vergleich der Konvergenz auch der höheren Deformati-
onsmoden (aus in Teilkapitel 5.2.1 genannten Gründen ohne jene mit λ=1) gegeben. Die
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Tabelle 5.9: Mit einer Richardson-Extrapolation bestimmte Abklingexponenten λext und Kon-
vergenzordnungen ihres relativen Fehlers mλ für einige Deformationsmoden mit λj > 1 aus
Berechnungen mit C4-Elementen (p=1) ohne (SBFEM) und mit Anreicherung (enrSBFEM,
λ2DI = 0,64986, λ
2D
II = 0,51713, λ
2D
III= 0,46792).
Deformationsmodus 14 15 16-19 20 21-22 23-26
SBFEM, λext 1,306 1,410 1,446±0,131i 1,636 1,892 1,932±0,358i
enrSBFEM, λext 1,307 1,409 1,443±0,131i 1,635 1,892 1,933±0,358i
SBFEM, mstλ 0,61 1,23 1,13 1,23 1,47 1,29
enrSBFEM, menrλ 2,04 1,84 1,15 2,44 2,03 1,73
extrapolierten Abklingexponenten aus der angereicherten Formulierung stimmen mit jenen
aus der Standardformulierung wieder gut überein (relativer Fehler < 0,2%). Generell wird
auch die Konvergenzordnung durch die Anreicherung wieder zu menrλ ≈ 2 hin verbessert. Eine
wesentliche Ausnahme bilden die Deformationsmoden uˆ16-uˆ19 mit menrλ ≈ 1,15. Allerdings
ist hier die Konvergenzordnung selbst noch nicht auskonvergiert, denn unter Verwendung
der fünf anstatt drei feinsten Diskretisierungen und eines Least-Squares-Verfahrens für die
Richardson-Extrapolation, ergibt sich zwar ein extrapolierter Abklingexponent mit weniger
als 0,0005% Abweichung jedoch eine gänzlich andere Konvergenzordnung von menrλ ≈ 1,61.
Weiterhin ist zu berücksichtigen, dass die Bimaterialeckensingularität am Würfelrand in
einem Deformationsmodus angesprochen sein kann, die sich ohne entsprechende Anreiche-
rung natürlich auch auf die Konvergenzordnung des Deformationsmodus auswirkt. Dieser
Deformationsmodus würde in der gegebenen Struktursituation eines in ein Kontinuum ein-
gebetteten Würfels allerdings niemals zum Tragen kommen, was im Rahmen der SBFEM
aber erst nach der Lösung des vollständigen Randwertproblems, nämlich auf der Ebene der
Randbedingungen am diskretisierten Gebietsrand, Eingang ﬁndet.
Zusammenfassend konnte an diversen Beispielen für Riss- und Rissinteraktionsprobleme in
homogen-isotropen wie anisotropen Mehrmaterialkonﬁgurationen gezeigt werden, dass die an-
gereicherte Formulierung der 3D-SBFEM (enrSBFEM) in der Lage ist, die erwartete optimale
Konvergenz der Deformationsmoden, insbesondere ihrer zugehörigen Abklingexponenten,
wiederherzustellen. Dabei führt die Anreicherung genauso zu einer wesentlichen und, wie
in den Fällen mit angesprochenem ZFR-Modus III gesehen, sogar teils ernsthaft nötigen35
Verbesserung der Genauigkeit. Weitere vergleichende Konvergenzuntersuchungen werden in
Kapitel 7 betrachtet.
5.3 Spannungsglättung für die enrSBFEM
Spannungen lassen sich im Rahmen der SBFEM genauso durch Rückrechnung bestimmen
wie in der klassischen FEM (vgl. Gl. (2.150)). Dabei macht es keinen Unterschied, ob eine
Spannungsrückrechnung für jeden Deformationsmodus u˜j(x) einzeln erfolgt und die Ge-
samtspannungen am Ende über Multiplikation mit den modalen Wichtungsfaktoren und
anschließende Aufsummierung berechnet wird,
35 SBFEM: eλ(ne=10) = 20%; enrSBFEM: eλ(ne=6) = 2%
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σ˜j(x) = C L u˜j(x) −→ σ˜(x) =
nλ∑
j=1
σ˜j(x) cj , (5.37)
oder ob die Spannungsrückrechnung anhand der Verschiebungslösung eines vollständigen
Randwertproblems durchgeführt wird
σ˜(x) = C L u˜(x) . (5.38)
Die erste Variante hat den Vorteil, dass sie für eine Struktursituation nur einmal ausgeführt
werden muss und dann für beliebige Lastfälle darauf zurückgegriﬀen werden kann. Andererseits
können gerade 3D-SBFE-Modelle sehr viele Freiheitsgrade besitzen und daher auf entsprechend
viele Deformationsmoden führen. Daher ist die zweite Variante eﬃzienter, wenn weniger
Lastfälle einer bestimmten Struktursituation zu betrachten sind, als die Struktursituation
Deformationsmoden besitzt.36
Im Rahmen der enrSBFEM ist entsprechend die Verschiebungslösung (5.20) bzw. sind die Ver-
zerrungen (5.15) zu verwenden. Beispielhaft sei hier wieder die Struktursituation zweier senk-
recht aufeinander treﬀender Zwischenfaserrisse (ZFR-ZFR, Abb. 5.6b) in einem T800/Epoxid-
Laminat (Tab.A.1) betrachtet. Eine würfelförmige Umgebung des Rissinteraktionspunktes
mit diesem in ihrem Zentrum sei mit der SBFEM modelliert und enthalte gegebenenfalls die
in Abbildung 5.6b ebenfalls angegebenen, angereicherten Teilgebiete.
Im Folgenden sollen nun die Spannungen auf der Würfelvorderseite (x=1) für den der
Struktursituation zugehörigen Deformationsmodus co1 (vgl. Abb. 4.10) Gegenstand der
Betrachtungen sein: In Abbildung 5.17 sind die Spannungsverteilungen der für diesen De-
formationsmodus dominanten Normalspannungen σx, σy, σz sowie die Schubspannung τyz
in der linken Spalte ohne und in der rechten Spalte mit Anreicherung dargestellt.37 Die
übrigen Spannungskomponenten τxz, τxy sind in diesem Fall vernachlässigbar klein. Ohne
Anreicherung sind die erwarteten unstetigen Spannungsverläufe zu beobachten, wobei sich
das Ausmaß dieser Unstetigkeiten in den meisten Spannungskomponenten noch in Grenzen
hält. Durch die Anreicherung werden die Spannungsverläufe dann teils schon sehr glatt
– insbesondere in den voll angereicherten Elementen (siehe z. B. σy(x=1,y,z)). Die aus der
betrachteten y,z-Ebene heraus zeigende Normalspannung σx bleibt jedoch von einer Anrei-
cherung unbeeinﬂusst. Die Spannungsverläufe innerhalb eines Elements zeigen hier sogar
entgegengesetzt zum elemtentübergreifenden Trend.
Wie in der Spannungslösung der klassischen FEM können hier also auch mit Anreicherung
erhebliche Unstetigkeiten auftreten, insbesondere dort, wo der Lösungsanteil aus der Anrei-
cherung gering ist. Daher ist es sinnvoll, ähnlich wie in der Arbeit von Ródenas et al. (2008)
für eine XFEM-Formulierung ausgeführt, eine Auftrennung der Spannungen in stetige und
unstetige Anteile σ˜cont und σ˜disc vorzunehmen
σ˜ = σ˜cont + σ˜disc bzw. σ˜ = C
(
ε˜cont + ε˜disc
)
, (5.39)
36 Eine bisher noch nicht diskutierte Möglichkeit, ein Randwertproblem auf eﬃziente Art und Weise zu lösen,
bestünde prinzipiell auch darin, nur eine reduzierte Eigenvektorbasis zu verwenden, die unter geeigneter
Wichtung die Randbedingungen näherungsweise erfüllt (sog. reduced basis methods und Lösungsverfahren
nach Treﬀtz (Treﬀtz, 1926, Piltner, 1982)). Dann wäre eine deformationsmodenweise Spannungsglättung
gegebenenfalls schon viel früher lohnend.
37 Dabei ist zur Sichtbarkeit der Elementgrenzen in jedem Element nur der Bereich ηe1, η
e
2 ∈ [0,8, 0,8]
ausgewertet.
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um die unstetigen Anteile mit einer Superconvergent Patch Recovery (SPR, Kap. 2.3.2) zu
glätten. Dabei ergeben sich die beiden Anteile der Spannungen zu:
σ˜ = C
(
Bstξ
∂uˆ(ξ)
∂ξ
+Benrξ
∂c2D(ξ)
∂ξ
+Benrrϕ
c2D(ξ)
ξ
+ Bstη
uˆ(ξ)
ξ
+ (Benrη1 +B
enr
η2 )
c2D(ξ)
ξ
)
(5.40)
= C
( ε˜cont(ξ=1,η1,η2)︷ ︸︸ ︷
Bstξ Φ
stΛ+Benrξ Φ
enrΛ+BenrrϕΦ
enr
+ BstηΦ
st + (Benrη1 +B
enr
η2 )Φ
enr︸ ︷︷ ︸
ε˜disc(ξ=1,η1,η2)
)
ξΛ−Ic . (5.41)
Folglich ist es hinreichend, die SPR auf nur einem diskretisierten Rand auszuführen (Außen-
rand Γa, Innenrand Γi, oder auch beliebiger virtueller Rand). Dabei besteht der kontinuierliche
Anteil der Spannungen, anders als in der Arbeit von Ródenas et al. (2008) zur XFEM, nicht
allein aus dem glatten Spannungsfeld der Anreicherung, sondern auch aus den in der SBFEM
ebenfalls kontinuierlichen Anteilen aus den Ableitungen nach ξ. Damit ist diese Aufteilung der
Spannungen in kontinuierliche und diskontinuierliche Anteile auch für eine nicht angereicherte
Formulierung der SBFEM sinnvoll.
Abbildung 5.18 zeigt die Ergebnisse aus einer entsprechenden Spannungsglättung mittels der
SPR – wieder sowohl für die nicht angereicherte (linke Spalte) als auch die angereicherte
SBFEM-Formulierung (rechte Spalte). Gerade für die nicht angereicherte Formulierung ergibt
sich ein wesentlicher Gewinn in der Glattheit der Spannungslösung und hier wiederum
besonders in der Spannungskomponente σy. Die Spannungssingularität an der Rissfront
wird in deren unmittelbarer Umgebung dennoch nicht verbessert abgebildet. Dies leistet nur
die angereicherte Formulierung. Vor allem ist durch die Spannungsglättung nun aber der
unphysikalische Verlauf der Spannungskomponente σx innerhalb der Elemente sowohl für die
nicht angereicherte also auch die angereicherte SBFEM-Formulierung korrigiert.
Ergänzend soll ein weiterer Deformationsmodus der ZFR-ZFR-Interaktion betrachtet werden,
nämlich einer jener, die bisher eine besondere Notwendigkeit einer Anreicherung gezeigt
haben: der Deformationsmodus ct1, der ebenfalls die stärkste Spannungssingularität der
Struktursituation stellt. In Abbildung 5.19 sind nun die Verläufe der hier dominanten
Schubspannungen τxy, τxz, τyz sowie außerdem σx wieder für eine klassische (linke Spalte) und
eine angereicherte SBFEM-Formulierung dargestellt (ohne Spannungsglättung). Hier sind
die fehlenden Spannungskomponenten σy, σz nun zwar nicht mehr gänzlich vernachlässigbar
klein, aber dennoch nur von etwa gleicher Größenordnung wie τyz und damit merklich
kleiner als die übrigen drei Spannungskomponenten. Weiterhin ist zu beachten, dass die hier
angegebenen Spannungsverteilungen für eine Deformation gelten, die gegenüber derjenigen in
der Darstellung des Deformationsmodus ct1 in Abbildung 4.10 mit einem Vorzeichenwechsel
in den Verschiebungen versehen ist.
Grundsätzlich zeichnet sich im Falle des Deformationsmodus ct1 ein ähnliches Bild wie zuvor
bei Deformationsmodus co1, das aber in seinen Ausprägungen noch verstärkt ist: Die Unste-
tigkeiten im Spannungsverlauf der klassischen SBFEM-Formulierung sind in den dominanten
Spannungskomponenten τxy und τxz deutlicher zu sehen als zuvor bei Deformationsmodus co1,
geben aber weiterhin den richtigen Trend wieder. Die Spannungssingularität an der ZFR-Front
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Abbildung 5.17: Spannungsverteilung ohne Anreicherung (linke Spalte) und mit Anreicherung
(rechte Spalte) auf der Vorderseite (x=1) des mit der SBFEM modellierten, würfelförmi-
gen Gebiets (Abb. 5.6b) um den Rissinteraktionspunkt einer ZFR-ZFR-Interaktion in einem
T800/Epoxid-Laminat (Tab.A.1) für eine uniforme Diskretisierung mit ne=12 Elementen ent-
lang der Würfelkanten: Deformationsmodus co1 (Abb. 4.10) für die dominanten Normalspan-
nungen σx, σy, σz sowie die Schubspannung τyz.
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Abbildung 5.18: Mittels SPR geglättete Spannungsverteilung ohne Anreicherung (linke Spalte)
und mit Anreicherung (rechte Spalte) auf der Vorderseite (x=1) des mit der SBFEM model-
lierten, würfelförmigen Gebiets um den Rissinteraktionspunkt einer ZFR-ZFR-Interaktion in
einem T800/Epoxid-Laminat für eine uniforme Diskretisierung mit ne=12 Elementen entlang
der Würfelkanten: Deformationsmodus co1.
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Abbildung 5.19: Spannungsverteilung ohne Anreicherung (linke Spalte) und mit Anreicherung
(rechte Spalte) auf der Vorderseite (x=1) des mit der SBFEM modellierten, würfelförmi-
gen Gebiets um den Rissinteraktionspunkt zweier senkrecht aufeinander treﬀender ZFR in
T800/Epoxid-Laminat für eine uniforme Diskretisierung mit ne=12 Elementen entlang der
Würfelkanten: Deformationsmodus ct1 (wie in Abb. 4.10, aber mit „−1“ multipliziert) für die
dominanten Schubspannungen τyz, τxz, τxy sowie σx.
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Abbildung 5.20: Spannungsverteilung ohne Anreicherung (linke Spalte) und mit Anreicherung
(rechte Spalte) auf der Vorderseite (x=1) des mit der SBFEM modellierten, würfelförmi-
gen Gebiets um den Rissinteraktionspunkt zweier senkrecht aufeinander treﬀender ZFR in
T800/Epoxid-Laminat für eine uniforme Diskretisierung mit ne=12 Elementen entlang der
Würfelkanten: Deformationsmodus ct1 für die dominanten Schubspannungen τyz, τxz, τxy sowie
σx.
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wird innerhalb der anliegenden Elemente dennoch de facto kaum aufgelöst. Eine Anreicherung
führt hier wiederum zu einer weitgehenden Behebung dieser Mängel: Die Verläufe werden
glatt und die Spannungssingularität sehr gut aufgelöst.
Gegenüber Deformationsmodus co1 zeigt sich die Lage in der Spannungskomponente σx
eklatant verschlechtert. Von physikalisch sinnvollen Spannungsverläufen kann innerhalb der
einzelnen Elemente keine Rede mehr sein. Eine Anreicherung führt zwar zu einer wesentlichen
Verbesserung, aber, wie schon bei Deformationsmodus co1, noch nicht zu einem glatten
Spannungsverlauf, sodass auch hier wieder die Notwendigkeit einer Spannungsglättung gegeben
ist.
Abbildung 5.20 enthält wiederum die mittels einer SPR geglätteten Spannungsverläufe. Die
Spannungsglättung hat natürlich auf die schon vorher glatten, mittels der enrSBFEM erhalte-
nen Schubspannungsverläufe kaum einen Einﬂuss. Andererseits sind Schubspannungsverläufe
aus der klassischen SBFEM nun zwar glatt, aber die Spannungssingularitäten weiterhin kaum
aus den Verläufen ablesbar. Stattdessen impliziert der geglättete Normalspannungsverlauf
σx aus der klassischen SBFEM, eine starke Spannungskonzentration in dieser Spannungs-
komponente an der Rissfront, die aber in der angereicherten Formulierung gar nicht auftritt
und somit anzuzweifeln ist. Die hochgradig volatile Normalspannungsverteilung σx und deren
Implikation einer starken Spannungserhöhung, wo keine sein sollte, bei gleichzeitig schlechter
Auﬂösung der eigentlichen Spannungssingularitäten (in den Schubspannungen) sind Gründe
für die schlechte Genauigkeit und Konvergenz der mit der klassischen SBFEM für diesen De-
formationsmodus erzielten Ergebnisse in den vorangehenden Teilkapiteln (z. B. Abb. 5.16).
Somit sind sowohl die Spannungsglättung als auch die Anreicherung selbst durch dieses
Beispiel nochmals motiviert worden. Abschließend sei perspektivisch noch die Möglichkeit
erwähnt, dass die mittels der SPR geglätteten Spannungen auch für sogenannte „A posteriori“-
Fehlerschätzer verwendet werden können (Zienkiewicz et al., 2013, Ródenas et al., 2008).
Diese gehen von der (meist gerechtfertigten) Annahme aus, dass die auf Basis der Element-
spannungen in den Gaußpunkten geglätteten Spannungen von höherer Qualität sind und
bis zu eine Konvergenzordnung schneller konvergieren als die nicht geglätteten Spannungen.
Der Fehler wird dann als relative Diﬀerenz der geglätteten und ungeglätteten Spannungen
geschätzt und gibt immerhin einen Anhaltspunkt dafür, wie auskonvergiert die vorhandene
Lösung bereits ist. Die Möglichkeit der elementweisen Auswertung erlaubt zusätzlich zu
unterscheiden, wo der Fehler noch vergleichsweise groß und wo er schon recht klein ist, sodass
„A posteriori“-Fehlerschätzer häuﬁg auch als Basis für adaptive Diskretisierungsstrategien
dienen (vgl. z. B. auch Dimitrov u. Schnack (2002)). Im Rahmen dieser Arbeit wurde dies
jedoch nicht umgesetzt und bleibt damit anderen Arbeiten vorbehalten.
Kapitel 6
Asymptotische Lösung von Zwei-Rand-Problemen im
Rahmen der SBFEM und ihre Anwendung zur
semi-analytischen Berechnung von
Energiefreisetzungsraten
Dem Konzept der Bruchmechanik ﬁniter Risse folgend kommen für eine mögliche Sekun-
därrissbildung zunächst alle denkbaren Rissgeometrien innerhalb des durch ein Spannungs-
kriterium identiﬁzierten überbeanspruchten Bereichs infrage (Kap. 2.2.4). Gerade in 3D-
Problemstellungen führt dies jedoch zu einer kaum überschaubaren Anzahl potentieller
Sekundärrisse (verschiedener Größen und Formen), sodass es unerlässlich wird, zum einen
diese Anzahl durch zusätzliche Annahmen zu verringern und zum anderen eﬃziente Be-
rechnungswege zu ﬁnden, um die Energiefreisetzungsraten der übrigen Sekundärrisse mit
vertretbarem Aufwand berechnen zu können. Ein Ziel dieses Kapitels ist es, einen solchen
eﬃzienten Berechnungsweg im Rahmen einer SBFEM-Formulierung für Risse, die an einer
3D-Spannungssingularität initiieren, aufzuzeigen.
Die dabei verfolgte Idee wird hier kurz skizziert und detaillierter in Teilkapitel 6.2.2 behandelt.
Es wird ein Gebiet unter äußerer Belastung betrachtet, das eine Spannungssingularität enthält
(vgl. Abb. 6.1 a). Volumenkräfte seien vernachlässigbar klein. Diese Problemstellung wird mit
der SBFEM modelliert, also das Skalierungszentrum S an der Spannungssingularität platziert
und nur in den Randkoordinaten diskretisiert. Hier existiert nur ein Außenrand, entsprechend
enthält die Lösung nur Deformationsmoden des positiven Spektrums (vgl. Kap. 4.1.3). Von
dieser Problemstellung und sprödem Strukturverhalten ausgehend, wird nun eine geschädigte
Folgekonﬁguration betrachtet (Abb. 6.1 b). Diese enthalte einen Riss nahe der Spannungssin-
gularität, welcher dort zu einem neuen spannungsfreien Randabschnitt führt. Dabei entspreche
dieser neue Randabschnitt gerade dem mit einem Faktor ǫ skalierten Außenrand (ǫ = ξi/ξa)
und stellt damit einen validen Innenrand im SBFEM-Problem dar.12 Das Folgeproblem mit
Schädigung ist also als ein Zwei-Rand-Problem mit spannungsfreiem Innenrand einzuordnen,
wobei Form und Diskretisierung des skalierbaren Randes gerade denjenigen des Ausgangs-
problems entsprechen. Folglich kann die Lösung des SBFEM-DGLS des Ausgangsproblems
(Abb. 6.1 a) hier wiederverwendet werden, wobei neben den Deformationsmoden des positiven
Spektrums nun auch diejenigen des negativen Spektrums Verwendung ﬁnden. Zur Lösung
des Folgeproblems, und damit auch zur Bestimmung der Energiefreisetzung im Zuge der
Schädigung, ist also nur noch das LGS des Zwei-Rand-Problems zu lösen (Gl. (4.54, 4.57)).
Dies gilt für jede Größe der Schädigungszone und führt, da sich die Lösung des SBFEM-LGS
1 Natürlich ist die Entstehung einer solchen Schädigungsﬂäche energetisch vergleichsweise ungünstig. Wie
ein energetisch günstigerer, direkt von der Spannungssingularität ausgehender Anriss modelliert werden
kann, wird Gegenstand des Teilkapitels 6.2.2 sein.
2 Das neu entstehende Teilgebiet um die ursprüngliche Spannungssingularität wird spannungsfrei und ist
nicht weiter von Interesse.
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Abbildung 6.1: Vereinfachte Skizze zur Berücksichtigung spröder Schädigung an einer Spannungs-
singularität im Rahmen einer SBFEM-Modellierung (2D-Beispiel zur leichteren Anschauung).
(a) Ausgangssituation: belastetes Gebiet mit Spannungssingularität (im Kerbgrund). Skalie-
rungszentrum S an Spannungssingularität platziert und nur Rand diskretisiert. (b) eine Folge-
konﬁguration mit vereinfachter, spröder Schädigung nahe der Spannungssingularität.
im Vergleich zur Lösung des SBFEM-DGLS deutlich weniger aufwendig darstellt, bereits zu
merklichen Einsparungen im Berechnungsaufwand. Dieser kann nochmals deutlich reduziert
werden, wenn das Zwei-Rand-Problem asymptotisch gelöst wird. Dann können die Lösungs-
größen des Zwei-Rand-Problems und sogar Diﬀerenzen in den Lösungsgrößen zwischen dem
Ausgangsproblem (ohne Innenrand) und dem Folgeproblem (mit Innenrand) explizit abhängig
von der Größe des Innenrandes, und damit auch der Schädigungszone, angegeben werden.
Dieses Kapitel behandelt die Lösung von Randwertproblemen der SBFEM mit zwei diskreti-
sierten Rändern (Außen- und Innenrand). Es wird dargestellt, wie mittels asymptotischer
Näherungsmethoden durch nur wenige numerische Berechnungen semi-analytische Näherungs-
lösungen für beliebige Skalierungen der Innen- bzw. Außenränder erzeugt werden können,
solange die beiden Ränder hinreichend weit voneinander entfernt sind. Dazu wird zunächst
das einfache und rein analytisch betrachtbare Beispiel einer Hohlkugel unter Außendruck
untersucht (Kap. 6.1). Der Zweck ist die generelle Funktionsweise der Asymptotik an einem
überschaubaren zu erläutern, bevor sie auf die verwandte, allgemeinere Problemstellung der
3D-SBFEM übertragen wird (Kap. 6.2). Bei dieser wird zunächst wie im Hohlkugelbeispiel
eine modenbasierte Formulierung untersucht, die aber auf folgenden Spezialfall beschränkt
ist: Das gesamte betrachtete Gebiet wird durch nur ein SBFEM-Gebiet beschrieben und
reine Spannungs- oder Verschiebungsrandbedingungen sind an jeweils einem diskretisierten
Rand gegeben. (Kap. 6.2.1).3 Es folgt die Verallgemeinerung auf eine verschiebungsbasierte
Formulierung, die auch auf Fälle angewendet werden kann, in denen eine Gebietszerlegung in
mehrere Teilgebiete vorliegt und gemischte Randbedingungen gegeben sind (Kap. 6.2.2).4
Schließlich werden die gewünschten asymptotischen Reihendarstellungen für inkrementelle und
diﬀerentielle Energiefreisetzungsraten G¯,G aus den bis dahin bereitgestellten asymptotischen
Lösungen des Zwei-Rand-Problems abgeleitet.
3 der Fall des oben beschriebenen Beispiels (Abb. 6.1)
4 Diese Formulierung ist notwendig, um Folgekonﬁgurationen darstellen zu können, die realistischer als die
oben beschriebene sind.
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Abbildung 6.2: (a) Hohlkugel unter Außendruck. (b) Schnittbild der Hohlkugel mit herausge-
schnittenem Achtel.
6.1 Einführendes Beispiel zur Vorgehensweise der Asymptotik:
Hohlkugel unter Außendruck
Es sei das kugelsymmetrische Randwertproblem einer homogen-isotropen Hohlkugel im
Kugelkoordinatensystem r, ϕ, ϑ unter Außendruck betrachtet. Die Hohlkugel besitze den
Außenradius ra und Innenradius ri. Im kugelsymmetrischen Randwertproblem sind alle
Zustandsgrößen nur Funktionen des Radius, sodass eine rein analytische Lösung des Problems
möglich ist. Die zugehörige Verschiebungsdiﬀerentialgleichung (Verschiebungs-DGL) ergibt
sich aus den Feldgleichungen der Kinematik
uϕ = uϑ = 0 , u(r) = ur =⇒ εr = du
dr
, εϕ = εϑ =
u
r
, γrϕ = γrϑ = γϕϑ = 0 ,
(6.1)
des isotropen Materialgesetzes
σr = (λ+ 2µ)
du
dr
+ 2λ
u
r
σϕ = σϑ = λ
du
dr
+ 2(λ+ µ)
u
r
τrϕ = τrϑ = τϕϑ = 0
mit
λ =
νE
(1 + ν)(1− 2ν)
µ = G =
E
2(1 + ν)
(6.2)
sowie des lokalen Gleichgewichts
d σr
dr2
+
2
r
(σr − σϕ) = 0 . (6.3)
Die Verschiebungs-DGL ist, wie die das SBFEM-DGLS, vom Euler-Typ und lautet
d2u(r)
dr2
+
2
r
du(r)
dr
− 2
r2
u(r) = 0 (6.4)
mit der allgemeinen Lösung
u(r) =
A
r2
+Br . (6.5)
Ebenfalls wie in der SBFEM-Lösung enthält sie Terme, die von innen nach außen abklingen
(r im Nenner), und Terme, die von außen nach innen abklingen (r im Zähler), von denen hier
allerdings jeweils nur einer existiert.
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Dieses von den jeweiligen Rändern ausgehende Abklingverhalten wird noch deutlicher ersicht-
lich, wenn die Konstanten A,B auf bestimmte Weise neu gewichtet werden:
Aˆ = A
/
r1,5i , Bˆ = B r
1,5
a .
Die Neuwichtung der freien Konstanten kann auch als die Einführung zweier unterschiedlicher
Normierungen der Radialkoordinate verstanden werden, sodass die Radialkoordinate für von
innen nach außen abklingende Terme auf den Innenradius ri und für von außen nach innen
abklingende Terme auf den Außenradius ra normiert ist. Anstatt der Verschiebungsfunktion
u(r) wird im vorliegenden 3D-Fall aber das Produkt
u(r) · √r = Aˆ(ri/r)1,5 + Bˆ(r/ra)1,5 (6.6)
und anstatt der Radialspannungsfunktion σr(r) das Produkt
σr(r) · r
√
r = − 2E
1 + ν
Aˆ
(
ri/r
)1,5
+
E
1− 2ν Bˆ
(
r/ra
)1,5
(6.7)
betrachtet.5 Ausgehend von dieser symmetrischen Formulierung des Lösungsansatzes und
unter Einführung des dimensionslosen Parameters6
ǫ = ri/ra
können kinematische Beziehungen zwischen Randverschiebungen ua= u(ra), ui= u(ri) und
den neu gewichteten freien Konstanten Aˆ, Bˆ zur Lösung eines Randwertproblems mit reinen
Verschiebungsrandbedingungen angegeben werden:
ua = A/r
2
a +Bra = Aˆ
r1,5i
r2a
+ Bˆ
ra
r1,5a
=⇒ ua√ra = Aˆǫ1,5 + Bˆ , (6.8)
ui = A/r
2
i +Br = Aˆ
r1,5i
r2i
+ Bˆ
ri
r1,5a
=⇒ ui√ri = Aˆ + Bˆǫ1,5 . (6.9)
Im vorliegenden Randwertproblem der Hohlkugel mit reinen Spannungsrandbedingungen
ergeben sich die Gleichgewichtsbeziehungen zwischen den Druckspannungen pa= − σ(ra),
pi= − σ(ri) an Außen- und Innenrand sowie den freien Konstanten Aˆ, Bˆ zu:
−pa = − 2E
1 + ν
Aˆr1,5i
r3a
+
E
1− 2ν
Bˆ
r1,5a
=⇒ par
1,5
a
E
=
2 Aˆ
1 + ν
ǫ1,5 − Bˆ
1− 2ν (6.10)
−pi = − 2E
1 + ν
Aˆr1,5i
r3i
+
E
1− 2ν
Bˆ
r1,5a
=⇒ pir
1,5
i
E
=
2 Aˆ
1 + ν
− Bˆ
1− 2ν ǫ
1,5 . (6.11)
Diesen Beziehungen ist unmittelbar zu entnehmen, wie der Einﬂuss von Randbedingungen an
Außen- und Innenrand aufeinander maßgeblich von deren Abstand zueinander abhängt: Ist
der Abstand groß (ǫ≪ 1), sind die Gleichungssysteme jeweils nur noch schwach gekoppelt und
der Einﬂuss der beiden Ränder – und der dort vorgegebenen Randbedingungen – aufeinander
ist klein. Diese Eigenschaft hat weitreichende Konsequenzen und stellt die Basis für die in
diesem Kapitel betrachteten asymptotischen Näherungslösungen dar.
5 ähnlich der Lösung (4.42) des SBFEM-DGLS in Hamiltonform
6 Der Parameter ǫ wird im Folgenden auch als Kopplungs- oder Skalierungsparameter bezeichnet.
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Abbildung 6.3: Einﬂuss des Innenrandes auf die Lösung des Randwertproblems: (a) auf Außen-
druck −pa normierter Radialspannungsverlauf über normierter Radialkoordinate ρ= r/ra für
verschiedene normierte Innenrandradien ǫ= ri/ra; (b) auf inneres Potential der Vollkugel (ǫ=0)
normiertes inneres Potential in Abhängigkeit des normierten Innenrandradius für verschiedene
Querkontraktionszahlen ν.
6.1.1 Analytische Lösung
Mit der Forderung nach Spannungsfreiheit am Innenrand pi=0 folgen die freien Konstanten
im Falle der Hohlkugel unter Außendruck zu:
Aˆ =
1 + ν
2E
ǫ3
1− ǫ3 (−pa)r
3
a , Bˆ =
1− 2ν
E
1
1− ǫ3 (−pa)r
3
a (6.12)
Damit und mit dem auf den Außenrand bezogenen entdimensionierten Radius ρ = r/ra
resultiert die einfache Spannungslösung:
σr =
ρ3 − ǫ3
ρ3(1− ǫ3)(−pa) , σϕ = σϑ =
2ρ3 + ǫ3
ρ3(1− ǫ3)(−pa) . (6.13)
Schließlich lauten die Lösungen für die Verschiebung u und das innere Potential Π i:
u = ur =
1
2E
2ρ3(1− 2ν) + ǫ3(1 + ν)
ρ2(1− ǫ3) (−pa)ra (6.14)
Π
i =
pi
E
2(1− 2ν) + ǫ3(1 + ν)
1− ǫ3 (−pa)
2r3a (6.15)
Entsprechend der allgemeinen Verschiebungslösung setzt sich auch die Lösung des Randwert-
problems prinzipiell aus zwei Summanden zusammen: einem, der von der Randbedingung
am Außenrand, und einem, der von der Randbedingung am Innenrand dominiert wird. Dies
macht sich insbesondere dann bemerkbar, wenn die beiden Ränder weit voneinander entfernt
und damit das aus den Randbedingungen resultierende Gleichungssystem nur noch schwach
gekoppelt ist. Beispielsweise ist der Spannungslösung (6.13) zu entnehmen, dass der Einﬂuss
des spannungsfreien Innenrandes auf die Gesamtlösung mit abnehmendem Innenradius rapide
kleiner wird (vgl. Abb. 6.3 a) und die Spannungslösung für einen verschwindenden Innenrand
(ǫ → 0) gegen den zu erwartenden hydrostatischen Spannungszustand tendiert. Ähnliches
gilt für das innere Potential (Abb. 6.3 b): Es zeigt sich über einen weiten Bereich von Innen-
randabmessungen bzw. relativen Innenrandradien ǫ kaum beeinﬂusst von der Existenz des
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spannungsfreien Innenrandes.7 Dies ist gerade Ausdruck der schwachen Kopplung der beiden
Ränder über den dann kleinen Parameter ǫ.
6.1.2 Asymptotische / Iterative Lösung
Die Dominanz jeweils eines der beiden Lösungsterme nahe je eines der beiden Ränder kann
genutzt werden, um das Randwertproblem auch iterativ zu lösen. Dazu werden nicht beide
Ränder und zugehörige Gleichungen (6.10, 6.11) gleichzeitig betrachtet, sondern jeweils nur
eine der beiden Gleichungen. Diese wird genutzt, um die freie Konstante des an diesem Rand
dominanten Lösungsterms zu bestimmen bzw. zu korrigieren, während der andere Lösungs-
term, der mit ǫ1,5 skaliert, näherungsweise aus der vorherigen Iteration übernommen oder, im
ersten Iterationsschritt, einfach vernachlässigt wird. So werden abwechselnd an Außen- und
Innenrand die dort jeweils gestellten Randbedingungen durch Korrektur des an diesem Rand
dominierenden Terms der allgemeinen Verschiebungslösung erfüllt. Entsprechende Rekursions-
formeln können sowohl für reine Verschiebungs- als auch reine Spannungsrandbedingungen
formuliert werden:
Rekursionsformel
Verschiebungs-RB
{
Bˆi = ua
√
ra − ǫ1,5Aˆi−1 ,
Aˆi = ui
√
ri − ǫ1,5Bˆi−1 ,
(6.16)
Rekursionsformel
Spannungs-RB

Bˆi =(2ν − 1)
(par1,5a
E
− ǫ
1,5
1 + ν
2Aˆi−1
)
,
Aˆi =
1 + ν
2
(pir1,5i
E
+
ǫ1,5
1− 2ν Bˆi−1
)
.
(6.17)
Im betrachteten Fall der Hohlkugel unter Außendruck und mit spannungsfreiem Innenrand
ergeben sich daraus folgende Reihenentwicklungen für die freien Konstanten
Bˆ = Bˆ0 +∆Bˆ1 +∆Bˆ2 +∆Bˆ3 + ... =
2ν − 1
E
par
1,5
a (1 + ǫ
3 + ǫ6 + ǫ9 + ...) (6.18)
Aˆ = Aˆ0 +∆Aˆ1 +∆Aˆ2 +∆Aˆ3 + ... =
1 + ν
2− 4ν Bˆ0ǫ
1,5(1 + ǫ3 + ǫ6 + ...) (6.19)
Die Reihendarstellungen für die Spannungen8 und Verschiebungen lauten damit:
σr = −pa + 1i∆σr + 2a∆σr + 3i∆σr + 4a∆σr + 5i∆σr + 6a∆σr +O
(
ǫ12
)
(6.20)
= −pa + ǫ
3
ρ3
pa − ǫ3pa + ǫ
6
ρ3
pa − ǫ6pa + ǫ
9
ρ3
pa − ǫ9pa +O
(
ǫ12
)
, (6.21)
ur = −para
E
(
ρ(1− 2ν) +
(
ρ(1− 2ν) + 1 + ν
2ρ2
)(
ǫ3 + ǫ6 + ǫ9 +O(ǫ12))) . (6.22)
Hierbei sind die Reihenglieder bis zur sechsten Iteration ausgeschrieben (4 mal Gleichge-
wicht am Außenrand, 3 mal am Innenrand) und alle weiteren Glieder im Landau-Symbol
zusammengefasst.
7 wobei die Sensitivität gegenüber dem Innenrand mit zunehmender Querkontraktionszahl steigt. Schließlich
wird für inkompressibles Materialverhalten das innere Potential ohne Existenz eines Innenrandes null,
sodass das auf diesen Wert bezogene relative innere Potential (in Abb. 6.3 b) singulär wird.
8 Bezüglich der Notation ist zu beachten: Den betrachteten Spannungen ist der Iterationsschritt als
Superskript vorangestellt. Zur besseren Orientierung ist ebenfalls ein „i“ oder „a“ für den Rand, an dem
die letzte Iteration durchgeführt wurde, als Subskript vorangestellt.
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Abbildung 6.4: Entwicklung des Fehlers in der Radialspannung über den Iterationsprozess hinweg
am Beispiel einer Hohlkugel mit normiertem Innenradius ǫ=0,4.
Konkret wird zunächst am Außenrand Gleichgewicht hergestellt und daraus eine erste
Näherung B0 der Konstanten B bestimmt. Der hydrostatische Term (mit Konstante B
bzw. Bi) alleine erfüllt nun zwar die Gleichgewichtsbedingung am Außenrand, ist aber nicht in
der Lage gleichzeitig auch die Spannungsrandbedingung des unbelasteten, freien Innenrandes
zu erfüllen (vgl. auch Abb. 6.4). Der Fehler des hydrostatischen Terms am Innenrand wird in
der zweiten Iteration durch Hinzunahme des nach außen abklingenden Lösungsterms und
durch Bestimmung einer ersten Näherung A0 der ihm zugehörigen Konstanten A behoben,
wodurch jedoch das Gleichgewicht am Außenrand wiederum nicht mehr exakt erfüllt wird.
Allerdings ist der relative Fehler am Außenrand von der Ordnung O(ǫ3) schon vergleichsweise
klein (bis ǫ ≈ 0,22 weniger als ǫ3=0,223 / 1%). Zwei weitere Iterationen reduzieren ihn
weiter auf O(ǫ6) (bis zu ǫ ≈ 0,46 ist ǫ6=0,466 / 1%).
Für das innere Potential ergibt sich die Reihendarstellung zu:
Π
i = 6aΠ
i +O(ǫ12) = pip2ar3a
E
(
2(1− 2ν)(1− ǫ21) + (6.23)
3(1− ν)(ǫ3 + ǫ6 + ǫ9 − ǫ12 − ǫ15 − ǫ18))+O(ǫ12)
= 6aΠ
i
red +O
(
ǫ12
)
=
pip2ar
3
a
E
(
2(1− 2ν) + 3(1− ν)(ǫ3 + ǫ6 + ǫ9))+O(ǫ12) . (6.24)
Hier ist anzumerken, dass die angegebenen Glieder der Reihendarstellungen von Spannungen
und Verschiebungen in ǫ bis zur höchsten darin vorkommenden Ordnung vollständig sind
(in diesem Falle bis zur Ordnung O(ǫ9)), während dies auf das angegebene innere Potential,
aufgrund seiner Eigenschaft als Produkt, nicht zutriﬀt. So enthält 6aΠ
i Terme bis einschließlich
der Ordnung O(ǫ21), eine weitere Iteration würde jedoch schon Terme ab der Ordnung
O(ǫ12) hinzufügen. Das reduzierte innere Potential nach 6. Iteration 6aΠ ired ist hingegen um
unvollständig bestimmte Glieder bereinigt.
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Abbildung 6.5: Vergleich von analytischer Lösung mit iterativer Lösung für diverse Iterations-
schritte: (a) auf Außendruck normierte Radialspannung über entdimensionierten Kugelradius ρ
für verschiedene entdimensionierte Innenrandradien ǫ ; (b, c) auf Wert ohne Innenrand normier-
tes inneres Potential über entdimensioniertem Innenrandradius mit vollständigen bzw. reduzier-
ten Iterationslösungen.
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Abbildung 6.5 zeigt einige iterativ gewonnene asymptotische Näherungen im Vergleich zu
der jeweils exakten Lösung der Radialspannung σr bzw. des inneren Potentials Π i. Die
schnelle Konvergenz der asymptotischen Näherung zur analytischen Lösung hin, gerade für
kleine ǫ (gleichbedeutend mit großen Randabständen), ist oﬀensichtlich. Ein Vergleich der
Diagramme 6.5 b und 6.5 c oﬀenbart weiterhin, dass ein Aussparen unvollständig bestimmter
Reihenglieder den Gültigkeitsbereich der asymptotischen Lösung ausweitet. Bei diesem
Vergleich fällt weiterhin auf, dass sich je ein weiteres vollständig bestimmtes Reihenglied
erst mit jeder zweiten Iteration ergibt (jeweils am Außenrand). Der asymptotischen Reihe
ist jedoch schnell anzusehen, wie sie fortzusetzen ist, wodurch weiterer Rechenaufwand zur
Bestimmung der Reihenglieder eingespart werden kann.
Die hier angewendete Vorgehensweise einer iterativen Lösung entspricht weitgehend der
Methodik der „zusammengesetzten asymptotischen Reihen“ (engl.: compound asymptotic
expansions) aus der Theorie der Störungsrechnung (z. B. Hinch (1991)). Von dieser ist bekannt,
dass sie nicht zwingend unmittelbar auf Reihendarstellungen führt, die von vornherein
bis ins letzte Glied die korrekten Koeﬃzienten besitzen, sondern, dass sich die korrekten
Koeﬃzienten teils erst durch weitere Iterationen ergeben. Sie bietet aber den Vorteil der
Einfachheit und Anschaulichkeit. Eine Alternative stellt die „Expansionsmethode“ (engl.:
matched asymptotic expansions) dar. Bei dieser Methode wird von vornherein ein Reihenansatz
als Lösung (hier der Konstanten A,B) angenommen und in die zu erfüllenden Gleichungen
(hier die Randbedingungen) eingesetzt und die Koeﬃzienten der einzelnen Terme durch
Koeﬃzientenvergleich bestimmt. Der Nachteil der Expansionsmethode liegt vor allem darin,
dass der richtige zu wählende Reihenansatz häuﬁg nicht a priori bekannt ist.
Im gegebenen Beispiel ist der Mehrwert einer solchen Asymptotik zugegebenermaßen gering.
Anstatt den Rechenaufwand zu reduzieren, wird zusätzlicher Rechenaufwand generiert und
gleichzeitig nur eine Näherungslösung erzeugt. Dies ist aber der Einfachheit und möglichen
analytischen Lösung dieses speziellen Beispiels geschuldet. Die Vorteile der Asymptotik
kommen, wie im folgenden Teilkapitel angedeutet und im Folgekapitel schließlich zu sehen
sein wird, bei komplexeren Beispielen ohne analytische Lösung zum Tragen. Dann ist die
Abhängigkeit der Lösung des Zwei-Rand-Problems vom entdimensionierten Innenrandradius
ǫ i. A. nur noch implizit gegeben. Eine asymptotische Lösung in Reihendarstellung enthält ǫ
hingegen auch dann weiterhin explizit.
Abschließend ist nochmals hervorzuheben, dass das führende Glied der Reihendarstellungen
jeweils die Lösung ohne Innenrand enthält. Somit ist die aufgrund des Entstehens eines Innen-
randes auftretende Energiefreisetzung (z. B. durch spröde Schädigung/Rissbildung) einfach
durch Weglassen des führenden Gliedes in der Reihendarstellung umsetzbar. Der Vollstän-
digkeit halber ist die für dieses Beispiel resultierende inkrementelle Energiefreisetzungsrate
(G¯ = −∆Π /∆A mit ∆A = 4piǫ2r2a) angegeben:9
Analytik: G¯ = rap
2
a
4E
3(1− ν) ǫ
1− ǫ3 , (6.25)
Asymptotik: G¯ = rap
2
a
4E
3(1− ν)(ǫ3 + ǫ6 + ǫ9)+O(ǫ12) . (6.26)
9 Diese machen natürlich nur für einen negativen Außendruck pa < 0 Sinn.
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6.2 Das skalierbare Zwei-Rand-Problem in der SBFEM und seine
Lösung mittels asymptotischer Reihenentwicklungen
Bereits in Kapitel 4.1.3 wurde die Lösung eines Randwertproblems mittels der SBFEM
(auch mit zwei diskretisierten Rändern) ausführlich diskutiert. Hier sei im Speziellen der
linear-elastische Fall mit äußeren Belastungen allein auf den diskretisierten Gebietsrändern
betrachtet. Dabei werde das gesamte betrachtete Gebiet durch nur ein SBFEM-Gebiet
beschrieben und an einem diskretisierten Gebietsrand seien je reine Spannungs- oder reine
Verschiebungsrandbedingungen gegeben.
6.2.1 Modale Formulierung
Analog zum Spezialfall des kugelsymmetrischen Hohlkugelproblems werden auch hier neu
gewichtete10 modale Wichtungsfaktoren, ihre virtuellen Gegenstücke
cˆp = ξ
Λ¯p
a cp , δcˆp = ξ
Λ¯p
a δcp , (6.27)
cˆn = ξ
Λ¯n
i cn , δcˆn = ξ
Λ¯n
i δcn (6.28)
sowie ein Kopplungs-/Skalierungs-/Störungsparameter11
ǫ = ξi/ξa
zur Beschreibung des Abstands von Innen- zu Außenrand eingeführt. Die modale Formulierung
(4.63) des Zweirandproblems lässt sich damit folgendermaßen schreiben:[
δcˆp
δcˆn
]T [
ΦuTp Φ
q
p − ǫΛ¯pΦuTp ΦqpǫΛ¯p ΦuTp ΦqnǫΛ¯p − ǫΛ¯pΦuTp Φqn
ǫΛ¯pΦuTn Φ
q
p −ΦuTn ΦqpǫΛ¯p ǫΛ¯pΦuTn ΦqnǫΛ¯p −ΦuTn Φqn
] [
cˆp
cˆn
]
=
[
δcˆp
δcˆn
]T [
ΦuTp pa − ǫΛ¯pΦuTp pi
ǫΛ¯pΦuTn pa −ΦuTn pi
]
. (6.29)
Damit lässt sich die Lösung des Zwei-Rand-Problems für beliebige ǫ bestimmen, ohne
Deformations- und Lastmoden neu berechnen zu müssen. Allerdings ist die Problemlösung
immer noch nur implizit von ǫ abhängig und damit natürlich aufwendiger als mit einer
expliziten Form zu bestimmen.
In den vier Blöcken der modalen Randsteiﬁgkeitsmatrix sind jeweils zuerst die Außenrand-
Terme und dann die Innenrand-Terme angegeben. Ähnlich wie in Kapitel 4.1 ist ǫΛ¯p als
Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen ǫλp,j zu verstehen. In der Darstellung (6.29) wird
die Bedeutung des Parameters ǫ für die Kopplung des Gleichungssystems unmittelbar er-
sichtlich. Er ist als Faktor in den Koppelmatrizen12 enthalten, genauso aber auch in den
Lastvektoren der rechten Seite von Gleichung (6.29). Dabei ist sein Einﬂuss maßgeblich
10 Es ist zu beachten, dass hier das symmetrische Eigenwertspektrum, im hier betrachteten 3D-Fall Λ¯ =
Λ+ 1/2 I, Λ¯p = −Λ¯n, zum Einsatz kommt. Dies führt auf eine besser lesbare Form der Gleichungen.
11 Der Ausdruck „Störung“ bezieht sich hier vor allem auf Situationen mit weit voneinander entfernten
Rändern Γa,Γi (kleine ǫ), in denen die einfacheren Randwertprobleme mit jeweils nur einem diskretisierten
Rand durch die Existenz eines zweiten Randes gestört sind.
12 also in den beiden querdiagonalen Blöcken der modalen Steiﬁgkeitsmatrix, die die Kopplung zwischen
positivem und negativem Spektrum der Deformationsmoden abbilden
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von seinen Exponenten, den Abklingexponenten λ¯p,j in der Diagonalmatrix Λ¯p, abhängig:
Erwartungsgemäß folgt aus hohen Abklingexponenten eine geringere Kopplung der beiden
Teile des Deformationsmodenspektrums – und damit indirekt ein geringerer Einﬂuss auf den
jeweils anderen Rand. Es sei weiterhin angemerkt, dass diese Umformulierung aus numerischer
Sicht, insbesondere bei weit voneinander entfernten diskretisierten Rändern (kleine ǫ), eine
wesentliche Verbesserung der Konditionierung des beteiligten LGS zur Folge hat.
Die Verwendung des Kopplungsparameters ǫ sowie die Neuwichtung der modalen Wich-
tungsfaktoren schon in der Lösung der SBFEM-DGL für Randverschiebungen uˆ(ξ) und
Randlastvektoren qˆ(ξ)
uˆ(ξ)
√
ξ = Φup
(
ξ/ξa
)Λ¯p
cˆp +Φ
u
n
(
ξ/ξi
)Λ¯n
cˆn , (6.30)
qˆ(ξ)/
√
ξ = Φqp
(
ξ/ξa
)Λ¯p
cˆp +Φ
q
n
(
ξ/ξi
)Λ¯n
cˆn . (6.31)
führt ausgewertet an Außen- und Innenrand jeweils auf eine Art kinematischer sowie Gleich-
gewichtsbeziehungen, die durch ein Konstitutivgesetz verbunden sind.
• Kinematik (Kopplung der Ränder durch ǫ):
uˆa
√
ξa = Φ
u
pcˆp +Φ
u
nǫ
Λ¯p cˆn , (6.32)
uˆi
√
ξi = Φ
u
pǫ
Λ¯p cˆp +Φ
u
ncˆn . (6.33)
• Gleichgewicht (Kopplung der Ränder durch ǫ):
δuˆTa
√
ξa
(
Φqpcˆp +Φ
q
nǫ
Λ¯p cˆn
)
= δuˆTa
(
ξ2a pa(ξ=1)
)
, (6.34)
δuˆTi
√
ξi
(−ΦqpǫΛ¯p cˆp −Φqncˆn ) = δuˆTi (−ξ2i pi(ξ=1)) . (6.35)
• Konstitutivgesetz:13
Φqp =
(
E0Φ
u
pΛp
(
Φup
)−1
+ ET1
)
Φup (6.36)
Φqn =
(
E0Φ
u
nΛn
(
Φun
)−1
+ ET1
)
Φun (6.37)
Hierbei stellen uˆa, uˆi, δuˆa, δuˆi jeweils die Verschiebungen bzw. virtuellen Verrückungen an
den Rändern ξa, ξi dar. ξ2a pa(ξ=1), ξ
2
i pi(ξ=1) sind die dortigen Randlastvektoren:
uˆa = uˆ(ξa) , δuˆa = δuˆ(ξa) , uˆi = uˆ(ξi) , δuˆi = δuˆ(ξi) .
In einem Randwertproblem mit nur einem SBFEM-Feld und reinen Verschiebungsrand-
bedingungen sind die kinematischen Beziehungen (6.32, 6.33) ausreichend und bei reinen
Spannungsrandbedingungen sind es die beiden Gleichgewichtsbeziehungen (6.34, 6.35). Aus
diesen lassen sich Rekursionsformeln ableiten, mit deren Hilfe, nach Vorbild der Vorgehenswei-
se des vorangehenden Teilkapitels, abwechselnd an Außen- und Innenrand entweder Kinematik
oder Gleichgewichtsbedingungen erfüllt werden können:
Rekursionsformel
Verschiebungs-RB
 cˆ
(i)
p =
(
Φup
)−1(
uˆa
√
ξa −ΦunǫΛ¯p cˆ(i−1)n
)
,
cˆ(i)n =
(
Φun
)−1(
uˆi
√
ξi −ΦupǫΛ¯p cˆ(i−1)p
)
,
(6.38)
13 Es ist zu beachten, dass im vorliegenden 3D-Fall an dieser Stelle das asymmetrische Eigenwertspektrum
Λp + I = −Λn zu verwenden ist.
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Rekursionsformel
Spannungs-RB
 cˆ
(i)
p =
(
Φqp
)−1(
ξ1,5a pa(ξ=1)−ΦqnǫΛ¯p cˆ(i−1)n
)
,
cˆ(i)n =
(
Φqn
)−1(
ξ1,5i pi(ξ=1) −ΦqpǫΛ¯p cˆ(i−1)p
)
,
(6.39)
Die Startwerte cˆ(0)p und cˆ
(0)
n der modalen Wichtungsfaktoren cˆp und cˆn ergeben sich jeweils für
ǫ=0 und stellen somit die Lösung des reinen Außenrandproblems bzw. des reinen Innenrand-
problems dar. Die Rekursionsformeln können auch kombiniert werden, solange an je einem
diskretisierten Rand jeweils entweder nur Spannungs- oder Verschiebungsrandbedingungen
vorgegeben sind.
Reihendarstellungen für die modalen Wichtungsfaktoren
Wie im vorangehenden Teilkapitel, können aus den Rekursionsformeln (6.38, 6.39) Reihendar-
stellungen abgeleitet werden. Dabei spielt die Übertragung der Deformations- bzw. Lastmoden
des positiven Spektrums in jene des negativen Spektrums und umgekehrt eine wesentliche
Rolle. Der Logik der iterativen Randwertproblemlösung folgend, sind an einem diskretisierten
Rand (z. B. Innenrand Γi), die Residuen der Deformations- bzw. Lastmoden (des Spektrums
Λp), welche am gegenüberliegenden diskretisierten Rand dominieren (Außenrand Γa), durch
die Deformations-/Lastmoden (des Spektrums Λn), die am betrachteten diskretisierten Rand
(Γi) dominieren, auszugleichen.14 Mittels der Übertragung wird bestimmt, wie eine gegebene
Anregung der Deformations-/Lastmoden eines Teils des Spektrums, durch eine Anregung der
Deformations-/Lastmoden des anderen Teils des Spektrums an einem Rand ξ=1 abgebildet
werden kann. Im Rahmen einer diskretisierten SBFEM-Formulierung erfolgt die Übertra-
gung für die an dieser Stelle zu betrachtenden unskalierten Wichtungsfaktoren mittels der
Transfermatrizen k∗p,k
∗
n:
cp = k
∗
pcn , cn = k
∗
ncp . (6.40)
Sie kann sowohl auf Verschiebungs- als auch auf Lastmodenbasis geschehen:15
verschiebungsbasiert: k∗p =
(
Φup
)−1
Φun , k
∗
n =
(
Φun
)−1
Φup = (k
∗
p)
−1 , (6.41)
lastbasiert: k∗p =
(
Φqp
)−1
Φqn , k
∗
n =
(
Φqn
)−1
Φqp = (k
∗
p)
−1 . (6.42)
Mit Hilfe dieser Transfermatrizen lässt sich die Reihendarstellung wie folgt angeben:
cˆp =
[ ∞∑
m=0
(
k∗p ǫ
Λ¯p k∗n ǫ
Λ¯p
)m ]
cˆ(0)p − k∗p ǫΛ¯p
[ ∞∑
m=0
(
k∗n ǫ
Λ¯p k∗p ǫ
Λ¯p
)m ]
cˆ(0)n (6.43)
cˆn =
[ ∞∑
m=0
(
k∗n ǫ
Λ¯p k∗p ǫ
Λ¯p
)m ]
cˆ(0)n − k∗n ǫΛ¯p
[ ∞∑
m=0
(
k∗p ǫ
Λ¯p k∗n ǫ
Λ¯p
)m ]
cˆ(0)p (6.44)
Es ist zu beachten, dass diese Reihendarstellungen, im Gegensatz zu jenen des vorangehenden
Teilkapitels zum kugelsymmetrischen Hohlkugelproblem, nun Matrizen enthalten, deren
Ausmultiplikation für jedes Reihenglied mit m = 0, 1, 2, ... wiederum eine Reihendarstellung
14 vgl. auch Abbildung 6.4 für das Beispiel der Hohlkugel unter Außendruck
15 Im lastbasierten Beispiel der Hohlraumkugel unter Außendruck folgt aus der Forderung σr(r=1) = 0 und
Gl. (6.7):
cp = B =
2− 4ν
1 + ν
A = k∗pcn , cn = A =
1 + ν
2− 4νB = k
∗
ncp .
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in ǫ zur Folge hat. Daher ist zwischen den Gliedern der Matrix-Reihe (in ǫΛ¯p) und den
Reihengliedern im skalaren Parameter ǫ zu unterscheiden.
Die Tatsache, ob an einem Rand reine Verschiebungsrandbedingungen oder reine Spannungs-
randbedingungen vorgeschrieben sind, geht nur über die Wahl der Transfermatrizen ein: Die
Transfermatrix k∗p kommt für die Übertragung am Außenrand und k
∗
n am Innenrand zum
Einsatz. Dabei hat die Übertragung bei Verschiebungsrandbedingungen naheliegenderweise
verschiebungsbasiert (Gln. (6.41)) und bei Spannungsrandbedingungen lastbasiert (Gln. (6.42))
zu erfolgen. Die Reihendarstellung vereinfacht sich entsprechend, wenn beispielsweise ein
spannungsfreier oder eingespannter Innenrand vorgeschrieben sind, da dann cˆ(0)n =0 wird.
Umgekehrt, werden bei spannungsfreiem oder eingespanntem Außenrand die Startwerte für
die modalen Wichtungsfaktoren des positiven Spektrums identisch null cˆ(0)p =0, sodass dann
in den Reihen (6.43, 6.44) die entsprechenden Terme verschwinden.
Reihendarstellungen für inneres und Gesamtpotential
Nun seien die im betrachteten Gebiet gespeicherten Energien untersucht.16 Das innere
bzw. elastische Potential Π i des SBFEM-Zweirandproblems lässt sich durch die Summe der
an Außen- und Innenrand von den inneren Kräften über den quasistatischen Belastungsprozess
hinweg geleisteten Arbeit ausdrücken:
Π
i =
1
2
[
Φupcˆp +Φ
u
nǫ
Λ¯p cˆn
]T [
Φqpcˆp +Φ
q
nǫ
Λ¯p cˆn
]
Außenrand-Terme
+
1
2
[
Φupǫ
Λ¯p cˆp +Φ
u
ncˆn
]T [
−ΦqpǫΛ¯p cˆp −Φqncˆn
]
Innenrand-Terme
Ausmultiplizieren und Ausnutzen der Symmetrieeigenschaft des inneren Potentials führen
unter Beachtung, dass die Skalierungsmatrix ǫΛ¯p eine Diagonalmatrix ist, auf
Π
i =
1
2
cˆTpΦ
uT
p Φ
q
pcˆp +
1
2
cˆTp
(
ΦuTp Φ
q
n +Φ
qT
p Φ
u
n
)
ǫΛ¯p cˆn +
1
2
cˆTn ǫ
Λ¯pΦuTn Φ
q
nǫ
Λ¯p cˆn
−1
2
cˆTnΦ
uT
n Φ
q
ncˆn −
1
2
cˆTn
(
ΦuTn Φ
q
p +Φ
qT
n Φ
u
p
)
ǫΛ¯p cˆp − 1
2
cˆTp ǫ
Λ¯pΦuTp Φ
q
pǫ
Λ¯p cˆp .
(6.45)
Die beiden linken Terme sind auf die Arbeit zurückzuführen, die die Deformations- und
Lastmoden des jeweils positiven und negativen Anteils des Spektrums (Λ¯p und Λ¯n) an jeweils
dem Rand, an welchem sie dominant sind (Γa und Γi), verrichten. Die beiden rechten Terme
beinhalten die Anteile des inneren Potentials, die sich aus den entsprechenden Residuen am
jeweils anderen Rand ergeben (Γi und Γa). Die mittleren Terme beinhalten die energetische
Interaktion der Deformations- und Lastmoden von positivem und negativem Anteil des
Spektrums.
Hier können die Reihendarstellungen (6.43, 6.44) eingesetzt werden. Ausmultiplizieren führt
sehr schnell auf sehr längliche Ausdrücke, sodass dieser Prozess im Folgenden nur für einen
einfachen Spezialfall genauer betrachtet sei:
• Der Innenrand sei unbelastet oder eingespannt, sodass cˆ(0)n =0 gelte und dort keine
Arbeit verrichtet werde.
16 Sie sind die Grundlage, um später Reihendarstellungen für Energiefreisetzungsraten erhalten zu können
(Kap. 6.3).
202 Kapitel 6 Asymptotische Lösung von Zwei-Rand-Problemen im Rahmen der SBFEM
• Die resultierende Reihendarstellung des inneren Potentials sei nur bis zum ersten
matrixbasierten Glied (in ǫΛ¯p) 1Π ip, betrachtet. Dafür ist es hinreichend die ersten
beiden Glieder der Matrix-Reihe (6.43) bis m=1 sowie das erste Glied der Matrix-
Reihe (6.44) bis m=0 zu berücksichtigen:17
cˆp = cˆ
(0)
p + k
∗
p ǫ
Λ¯p k∗n ǫ
Λ¯p cˆ(0)p +O(ǫ4Λ¯p) , cˆn = −k∗n ǫΛ¯p cˆ(0)n −O(ǫ3Λ¯p) .
Da am Innenrand keine Arbeit verrichtet wird, ist die zweite Zeile in Gleichung (6.45)
identisch null. Dabei werden die beiden äußeren Summanden, unabhängig vom Typ der
Randbedingungen, vom mittigen Interaktionsterm ausgeglichen. Unter Berücksichtigung der
Symmetrie der modalen Steiﬁgkeitsmatrix des positiven Spektrums Kcp=Φ
uT
p Φ
q
p
ΦuTp Φ
q
p
(
Φup
)−1
= ΦqTp Φ
u
p ⇐ ΦuTp Φqp = ΦqTp Φup ⇒ ΦuTp = ΦqTp Φup
(
Φqp
)−1
, (6.46)
ergibt sich das innere Potential zu
Π
i =
0Π
i
p︷ ︸︸ ︷
1
2
cˆ(0)Tp Φ
uT
p Φ
q
pcˆ
(0)
p
+
1
2
cˆ(0)Tp
(
2ΦuTp Φ
q
pk
∗
p −ΦuTp Φqn −ΦqTp Φun
)
ǫΛ¯pk∗nǫ
Λ¯p cˆ(0)p︸ ︷︷ ︸
1Π
i
p
+O(ǫ4Λ¯p)
(6.47)
Das erste Glied 0Π ip entspricht gerade dem inneren Potential des reinen Außenrandproblems
(ǫ=0). Der Klammerausdruck im zweiten Glied 1Π ip lässt sich weiter vereinfachen, wobei wie-
der zwischen Spannungs- und Verschiebungsrandbedingungen am Außenrand zu unterscheiden
ist.
• Spannungsrandbedingung am Außenrand : Hier ist die Transfermatrix nach Gleichung
(6.42) durch k∗p=
(
Φqp
)−1
Φqn deﬁniert. Einsetzen in den Klammerausdruck führt auf:
2ΦuTp Φ
q
p
(
Φqp
)−1
Φqn −ΦuTp Φqn −ΦqTp Φun = ΦuTp Φqn −ΦqTp Φun =: 2W . (6.48)
• Verschiebungsrandbedingung am Außenrand : Hier ist die Transfermatrix nach Glei-
chung (6.41) durch k∗p=
(
Φup
)−1
Φun bestimmt. Einsetzen in den Klammerausdruck und
Beachtung der Identität (6.46) führt auf:
2
(
ΦuTp Φ
q
p
(
Φup
)−1)
Φun −ΦuTp Φqn −ΦqTp Φun = ΦqTp Φun −ΦuTp Φqn = −2W . (6.49)
In beiden Fällen gelangt man also, bis auf den Vorzeichenwechsel, auf den gleichen, bereits aus
Kapitel 4.1.3, Gleichung (4.69) bekannten Ausdruck, der von hier an als Energieinteraktions-
matrix W bezeichnet sei. Sie beinhaltet die energetische Interaktion der Deformations- und
Lastmoden des positiven Spektrums Λ¯p mit jenen des negativen Spektrums Λ¯n. Gleichung
(4.69) zufolge, die aus dem Satz von Betti (2.58) resultiert, ist sie eine Blockdiagonalmatrix.
17 Die Terme von höherer Ordnung in ǫΛ¯p sind jeweils mit Hilfe des Landau-SymbolsO(ǫαΛ¯p) zusammengefasst,
wobei der Skalar α hier dafür stehe, wie häuﬁg die Diagonalmatrix ǫΛ¯p im Matrixprodukt eines Summanden
mindestens vorhanden sei.
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Aus dem inneren Potential kann das Gesamtpotential Π =Π i + Π a, das auch das äußere
Potential Π a enthält, bestimmt werden. Für reine Verschiebungsrandbedingungen ist das
äußere Potential Π a=0 und das innere Potential entspricht dem Gesamtpotential Π =Π i.
Für reine Spannungsrandbedingungen, die als Totlasten aufgebracht sind, gilt der Satz von
Clapeyron (2.57), womit Π =−Π i folgt. Dieser Vorzeichenwechsel entspricht gerade dem
vorher beobachteten Vorzeichenwechsel des Klammerausdrucks aus Gleichung (6.47), sodass
sich das Gesamtpotential folgendermaßen angeben lässt:
Π = 0Πp − cˆ(0)Tp WǫΛ¯pk∗nǫΛ¯p cˆ(0)p +O(ǫ4Λ¯p) , (6.50)
wobei 0Πp, analog wie vorher 0Π ip, nun das Gesamtpotential des reinen Außenrandproblems
darstellt. Die Berücksichtigung auch weiterer Matrixreihenglieder führt auf die matrixbasierte,
aber auf einen skalaren Wert führende Reihendarstellung
Π = 0Πp − cˆ(0)Tp WǫΛ¯pk∗nǫΛ¯p
[ ∞∑
m=0
(
k∗p ǫ
Λ¯p k∗n ǫ
Λ¯p
)m ]
cˆ(0)p . (6.51)
Auch hier ist wieder zwischen matrixbasierten Reihengliedern in ǫΛ¯p und den aufwendiger zu
extrahierenden Reihengliedern im skalaren Parameter ǫ zu unterscheiden. Weiterhin liegt,
wie schon am einführenden Beispiel der Hohlraumkugel gesehen, eine Reihendarstellung vor,
deren erstes Glied gerade dem Wert ohne Innenrand entspricht.
Äquivalent dazu lässt sich der Spezialfall mit nun spannungsfreiem oder eingespanntem
Außenrand (cˆ(0)p =0), diskutieren. In diesem Fall wird am Außenrand keine Arbeit verrichtet
und die erste Zeile in Gleichung (6.45) ist null. Weiterhin ist nun die Symmetrie der modalen
Steiﬁgkeitsmatrix des positiven SpektrumsKcn=Φ
uT
n Φ
q
n auszunutzen. So gelangt man zu einer
der Gleichung (6.47) sehr ähnlichen Form, nur mit umgekehrten Vorzeichen und vertauschten
Indizes (·)n und (·)p. Da bei Berücksichtigung der Randbedingungen auch wiederum eine
Umkehr des Vorzeichens der Energieinteraktionsmatrix beim Ersetzen des Klammerausdrucks
auftritt, hat die vollständige Reihenentwicklung des Gesamtpotentials in diesem Fall die
gleiche Form wie Gleichung (6.51), mit letztlich nur noch vertauschten Indizes (·)n und (·)p.
Durch Superposition lässt sich schließlich die Reihenentwicklung des Gesamtpotentials für
den allgemeineren Fall cˆ(0)p 6= 0 und cˆ(0)n 6= 0 angeben:
Π = 0Πp − cˆ(0)Tp WǫΛ¯pk∗nǫΛ¯p
[ ∞∑
m=0
(
k∗p ǫ
Λ¯p k∗n ǫ
Λ¯p
)m ]
cˆ(0)p
+ 0Πn − cˆ(0)Tn WǫΛ¯pk∗pǫΛ¯p
[ ∞∑
m=0
(
k∗n ǫ
Λ¯p k∗p ǫ
Λ¯p
)m ]
cˆ(0)n .
(6.52)
Mit dieser asymptotischen Reihenentwicklung liegt eine im Kopplungsparameter ǫ analytische
Formel für das Gesamtpotential vor, die sowohl für die 3D- als auch die 2D-Formulierung der
SBFEM gilt.
Anmerkungen zur Auswertung der asymptotischen Reihenentwicklung für das
Gesamtpotential
Es wird betrachtet, welcher Aufwand zur Bestimmung der Reihenentwicklung für das Ge-
samtpotential zu betreiben ist. Um die Reihenentwicklung vollständig bestimmen zu können,
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ist zunächst das Randwertproblem separat an Außen- und Innenrand zu lösen, wobei jeweils
in erster Näherung davon ausgegangen wird, dass der jeweils andere Rand nicht existiert. So
werden die modalen Wichtungsfaktoren cˆ(0)p , cˆ
(0)
n des positiven bzw. negativen Spektrums be-
stimmt. Die EnergieinteraktionsmatrixW folgt einfach aus der Lösung des Eigenwertproblems.
Schließlich bleiben noch die Transfermatrizen k∗n,k
∗
p zu berechnen. Im Falle eines unbelasteten
oder eingespannten Randes (cˆ(0)p =0 oder cˆ
(0)
n =0) und gleichzeitig ausschließlicher Berück-
sichtigung des ersten Entwicklungsterms (m=0), ist auch schon die Berechnung nur einer
der beiden Transfermatrizen ausreichend. Bei der Auswertung der Reihenentwicklung ist
weiterhin günstig, dass die Skalierungsmatrix ǫΛ¯p diagonal und die Energieinteraktionsmatrix
W blockdiagonal sind.
Weiterhin ist es fraglich, ob die Transfermatrizen überhaupt vollständig bestimmt werden
müssen, oder ob bereits die Berücksichtigung nur einiger weniger Deformations- und Last-
moden, d.h. die Bestimmung nur weniger Spalten bzw. Zeilen, ausreichend ist. Denn das
Abklingverhalten der Deformations- und Lastmoden ist bekanntlich in der Art eines Potenz-
gesetzes von ihren Abklingexponenten abhängig und geht über die Skalierungsmatrix ǫΛ¯p
im Kopplungsparameter ǫ in die Reihenentwicklungen ein – in höheren Gliedern auch in
noch höheren Potenzen. Oﬀensichtlich sind also nicht alle in einem Glied iΠp der matrixba-
sierten Reihendarstellung vertretenen Deformations- und Lastmoden gleichberechtigt. Dies
ist besonders deutlich in einer indexbasierten Darstellung der Reihenentwicklung sichtbar
– hier am Beispiel des unbelasteten oder eingespannten Innenrandes (cˆ(0)n =0) und unter
Berücksichtigung nur der ersten drei Reihenglieder der matrixbasierten Reihendarstellung
0Πp, 1Πp, 2Πp:
Π = 0Πp −
nλn1∑
k=1
nλp1∑
l=1
(
cˆ
(0)
p,kcˆ
(0)
p,l ǫ
λ¯p,k+λ¯p,lk∗n,klWk
)
−
nλn2∑
k=1
nλp2∑
l=1
nλn2∑
m=1
nλp2∑
s=1
(
cˆ
(0)
p,kcˆ
(0)
p,sǫ
λ¯p,k+λ¯p,l+λ¯p,m+λ¯p,sk∗n,klk
∗
p,lmk
∗
n,msWk
)
− ...
(6.53)
Hierbei ist mit nλpi, n
λ
ni die jeweilige Anzahl der im Reihenglied iΠp berücksichtigten Deforma-
tionsmoden des positiven und negativen Spektrums bezeichnet.
Die Anzahl der berücksichtigten Deformationsmoden in den einzelnen Reihengliedern iΠp
der matrixbasierten Reihendarstellung ﬂexibel anzupassen, ist sinnvoll. Ähnlich wie am
Beispiel des kugelsymmetrischen Hohlkugelproblems gesehen, können ab einem bestimmten
Wert des Exponenten in ǫλ¯p,k+λ¯p,l die Reihenglieder höherer Ordnung (z. B. 2Πp mit dem
enthaltenen Faktor ǫλ¯p,k+λ¯p,l+λ¯p,m+λ¯p,s) Beiträge von ähnlicher Ordnung in ǫ liefern. In Kapi-
tel 6.1 war dieser Eﬀekt bei der Berechnung des inneren Potentials auf seine Eigenschaft als
Produkt von Spannungen und Verzerrungen zurückzuführen, die beide durch die iterative,
asymptotische Lösung des Randwertproblems als Reihen vorlagen. Hier sind Spannungen
und Verzerrungen nicht nur aufgrund der iterativen Lösung als Reihendarstellung gegeben,
sondern zusätzlich aufgrund der Berücksichtigung einer Vielzahl von Deformationsmoden.
Daher sind bei der Qualitätsbewertung der erhaltenen asymptotischen Reihendarstellungen
für das Gesamtpotential nicht nur die Anzahl der berücksichtigten Gleichgewichtsiterationen,
also die Anzahl der Reihenglieder iΠp (in ǫΛ¯p), sondern auch die Anzahl der berücksichtigten
Deformationsmoden entscheidend. Wie in Abbildung 6.5 am Beispiel der Hohlkugel unter
Innendruck gesehen, sind Reihen, die nur Glieder (im skalaren Parameter ǫ) mit vollständig
bestimmten Koeﬃzienten enthalten, überlegen und daher vorzuziehen, was hier über variable
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Anzahlen zu berücksichtigender Deformationsmoden umzusetzen ist.18 Reihenglieder iΠp der
matrixbasierten Reihendarstellung (in ǫΛ¯p), die auf Glieder im skalaren Parameter ǫ mit
vollständig bestimmten Koeﬃzienten reduziert sind, werden im Rahmen dieser Arbeit als
reduzierte Reihenglieder iΠ redp bezeichnet.
Im Folgenden sei weiterhin der Spezialfall mit cˆ(0)n =0 betrachtet. Unter Berücksichtigung
nur der ersten beiden matrixbasierten Reihenglieder 0Πp, 1Πp erscheinen i.A. zunächst nur
Summanden mit
λ¯p,k + λ¯p,l < 4λ¯p,1 bzw. λp,k + λp,l < 4λp,1 + 1 (6.54)
nicht mehr durch Hinzunahme weiterer matrixbasierter Reihenglieder veränderlich. Wenn
Starrkörperverschiebungen mit Abklingexponent λp,1=0 den kleinsten Abklingexponenten
im positiven Spektrum stellen und in der Lösung enthalten sind, würde das eine sehr starke
Einschränkung bedeuten: nämlich vor allem auf Deformationsmoden mit Abklingexponenten
−0,5 < λp < 0,5 und damit auf nur die Starrkörperverschiebungen sowie Deformationsmoden
mit starken Spannungssingularitäten. Auch wenn die Einschränkung auf möglichst wenige
Deformations- und Lastmoden bezüglich der Berechnungseﬃzienz wünschenswert ist, ließe
diese kaum noch eine qualitativ sinnvolle Reihenentwicklung zu.
Einschränkung (6.54) kann merklich abgemildert werden, wenn keine Starrkörperverschiebun-
gen auftreten oder diese keine Rolle spielen:
λ¯p,k + λ¯p,l < 4min{λ¯p|λ¯p 6= 0} bzw. λp,k + λp,l < 4min{λp|λp 6= 0}+ 1 . (6.55)
Im Falle reiner Spannungsrandbedingungen am Außenrand treten im elastostatischen Fall19
keine Starrkörperverschiebungen auf20. Doch auch bei reinen Verschiebungsrandbedingungen
am Außenrand bei gleichzeitig spannungsfreiem Innenrand darf die Überlagerung einer Starr-
körperverschiebung nicht zu einer Änderung des Gesamtpotentials führen. Da hier im zweiten
matrixbasierten Reihenglied 1Πp weder die den Starrkörperverschiebungen zugehörigen mo-
dalen Wichtungsfaktoren noch die zugehörigen Einträge der Energieinteraktionsmatrix W
oder der Skalierungsmatrix ǫΛ¯p null werden, muss die Unabhängigkeit des Gesamtpotentials
von den Starrkörperverschiebungen durch die Struktur der Transfermatrix k∗n gewährleistet
sein (vgl. Gl. (6.51)). Hier lautet die Transfermatrix k∗n = (Φ
q
n)
−1Φqp, worin die zu den Starr-
körperverschiebungen gehörigen Lastmoden Nullvektoren/-spalten in der Matrix Φqp bilden.
Damit werden auch die ersten Spalten von k∗n Nullspalten.
21 Für eine Unabhängigkeit des
Gesamtpotentials von den Starrkörperverschiebungen müssen allerdings auch die entspre-
chenden Zeilen der Transfermatrix k∗n Nullzeilen sein. Dies impliziert im Umkehrschluss, dass
die Einzelkraftlösungen mit λj =−1 nicht an der Abbildung der Lastmoden des positiven
Spektrums durch die Lastmoden des negativen Spektrums beteiligt sein können.
Die mögliche Anzahl an Reihengliedern in ǫ mit vollständig bestimmten Koeﬃzienten lässt sich
aktiv erweitern, indem höhere matrixbasierte Glieder iΠp berücksichtigt werden. Die zu 0Πp
18 Dies ist in matrixbasierten Reihendarstellungen schwerer umzusetzen als in indexbasierten. Andererseits
sind matrixbasierte Berechnungen in Matlab R© deutlich schneller als auf Schleifen basierende.
19 der Körper beﬁndet sich im Gleichgewicht, d. h. die aus den Spannungsrandbedingungen resultierende
äußere Kraft ist identisch Null.
20 Bei einer Modellierung mit Hilfe der SBFEM ist hier trotzdem eine statisch bestimmte Lagerung notwendig,
damit die Randsteiﬁgkeitsmatrix des Problems regulär ist. Diese ist gegebenenfalls geeignet zu wählen,
damit die Starrkörpermoden tatsächlich nicht angesprochen werden.
21 Sind die positiven Lastmoden Nullvektoren, dann werden sie durch eine einfache Nullwichtung aller
negativen Lastmoden abgebildet.
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und 1Πp zusätzliche Berücksichtigung von 2Πp führt für den Spezialfall eines spannungsfreien
Innenrandes auf die weiter abgeschwächten Einschränkungen22
λp,k + λp,l < 6min{λp|λp 6= 0}+ 2 in 1Πp und (6.56)
λp,k + λp,l + λp,m + λp,s < 6min{λp|λp 6= 0}+ 1 in 2Πp . (6.57)
Die Anzahl an zu verwendenden Deformationsmoden im matrixbasierten Reihenglied 1Πp
wird also merklich ausgeweitet (vgl. Gl. (6.55)), während die Einschränkung für das höhere
matrixbasierte Reihenglied 2Πp aufgrund der höheren Anzahl an Summanden linksseitig in
der Ungleichung vergleichsweise streng ist. Bei zusätzlicher Berücksichtigung von 3Πp folgen
die Einschränkungen:
λp,k + λp,l < 8min{λp|λp 6= 0}+ 3 in 1Πp und (6.58)
λp,k + λp,l + λp,m + λp,s < 8min{λp|λp 6= 0}+ 2 in 2Πp und (6.59)
λp,k + λp,l + λp,m + λp,s + λp,r + λp,t < 8min{λp|λp 6= 0}+ 1 in 3Πp . (6.60)
Bei diesen Betrachtungen ist stets im Blick zu behalten, dass nicht nur die Skalierungsmatrix
ǫΛ¯p die Bedeutung der Beiträge der einzelnen Deformationsmoden zum Gesamtpotential
steuert, sondern auch die weiteren Faktoren in den matrixbasierten Reihengliedern iΠp eine
Rolle spielen. In jedem Fall lässt sich die Anzahl der zu berücksichtigenden Summanden in
der Reihenentwicklung (6.53) durch solche Betrachtungen grundsätzlich reduzieren, sodass
eine explizit von ǫ abhängige Formel für das Gesamtpotential erhalten werden kann, die
gegebenenfalls sogar in indexbasierter Darstellung sehr überschaubar bleibt.
Die hier gezeigte modale Formulierung der asymptotischen Reihenentwicklung für Zwei-
Rand-Probleme der SBFEM hat den Vorteil der Anschaulichkeit und ist der Darstellung des
einfachen kugelsymmetrischen Beispiels einer Hohlraumkugel unter Außendruck sehr ähnlich.
Sie beschränkt sich jedoch in ihrer bisher gezeigten Form auf Geometrien, für die der Innenrand
durch reine Skalierung des Außenrandes abgebildet werden kann. Auch die Berücksichtigung
von gemischten Randbedingungen, also Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen an
einem Rand, ist mit ihr nicht ohne Weiteres möglich. Entsprechend sind Problemstellun-
gen, in denen mehrere, zunächst getrennt modellierte Gebiete zu koppeln sind, nicht ohne
Zusatzaufwand mit der modalen Formulierung zu behandeln. Eine verschiebungsbasierte
Formulierung ist hierfür besser geeignet und Gegenstand des Folgeteilkapitels.
6.2.2 Verschiebungsbasierte Formulierung für Problemstellungen mit
Gebietszerlegung und gemischten Randbedingungen
Die Diﬀerenz der Gesamtpotentiale einer Struktursituation mit und ohne einen zweiten
Rand ergibt sich durch Herausstreichen des entsprechenden jeweils ersten Reihenglieds 0Πp
bzw. 0Πn der matrixbasierten Reihendarstellungen und damit besonders einfach. Dies kann
sich für die Betrachtung geschädigter Struktursituationen und die Berechnung zugehöriger
Energiefreisetzungsraten zunutze gemacht werden. Dabei wird davon ausgegangen, dass
zunächst ein ungeschädigter Vollkörper, der nur einen Außenrand besitzt, vorliegt. Tritt
Schädigung ein, wird angenommen, dass sie im Körperinneren einen Innenrand schaﬀt
(z. B. einen Riss), der typischerweise unbelastet ist, und das ursprüngliche Randwertproblem
22 Im 2D-Fall bzw. unter Verwendung des symmetrischen Spektrums fallen die ganzzahligen Summanden am
Ende jeweils weg.
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Ωi
Ωa
Ωsc
Riss
Riss
Γsca
Γsci
Ω = Ωa ∪ Ωsc ∪ Ωi
SBFEM
SBFEM
FEM
Modellierung
Diskretisierung
Γa
ξi
ξa
ǫ = ξi/ξa
Skalierungszentrum von Ωi
Abbildung 6.6: Spitzkerbe mit Anriss unter Zugbelastung als einfaches, zweidimensionales Bei-
spiel für ein im Rahmen der SBFEM mit asymptotischer Methodik betrachtbares Problem mit
Gebietszerlegung (d. h. mit gekoppelten Teilgebieten).
stört. Dieser Innenrand hat i.A. eine andere Form als der Außenrand. Dem kann Rechnung
getragen werden, indem in den durch Einführung eines Innenrandes entstandenen Hohlraum
im SBFE-Modell die dort tatsächlich durch Schädigung auftretende Defektgeometrie separat
modelliert und schließlich mit dem SBFE-Modell gekoppelt wird (Abb. 6.6). Genauso können
auch Gebiete außerhalb des skalierbaren Gebiets separat modelliert und dann mit diesem
gekoppelt werden. Dazu ist eine verschiebungsbasierte Formulierung zu verwenden. Am
Beispiel einer solchen Struktursituation, die durch eine Schädigung in Form eines Anrisses
gestört ist, sei im Folgenden die verschiebungsbasierte Formulierung betrachtet (vgl. 2D-
Beispiel23 in Abb. 6.6).
Es werden zwei zueinander skalierbare, virtuelle Ränder im zu betrachtenden Gebiet Ω
festgelegt, die das Skalierungsgebiet Ωsc einschließen: ein Außenrand Γsca nahe des eigentlichen
Außenrandes Γa und ein Innenrand Γsci nahe der Störung (bzw. Anriss). Dadurch wird das
gesamte gestörte Gebiet Ω in die drei Teilgebiete Ωa (äußeres Gebiet), Ωi (inneres Gebiet)
und das schon erwähnte Skalierungsgebiet Ωsc zerlegt. Folglich liegt eine Problemstellung mit
Gebietszerlegung vor. Die Skalierungsbedingung für die Ränder des Skalierungsgebiets Γsca und
Γsci beinhaltet dabei ausdrücklich die vollständige Trennung der Teilgebiete Ω
a und Ωi durch
Ωsc. Das Skalierungsgebiet ist mit einer SBFEM-Formulierung für zwei skalierte, diskretisierte
Ränder zu modellieren. Das äußere und das innere Gebiet Ωa,Ωi können z. B. nach der übli-
chen Methodik der Standard-FEM behandelt oder auch mittels einer SBFEM-Formulierung
modelliert werden. Soll einer der beiden Ränder Γsca ,Γ
sc
i des Skalierungsgebiets Ω
sc skaliert
werden, sind die angrenzenden Gebiete (Ωa oder Ωi) entsprechend bezüglich des Skalierungs-
zentrums des Skalierungsgebiet Ωsc mitzuskalieren. Da eine Skalierung des inneren Gebiets Ωi
23 Das 2D-Beispiel dient insbesondere der anschaulichen Darstellung der prinzipiellen Vorgehensweise. Die
angegebenen Beziehungen und Gleichungen gelten jedoch in erster Linie für den 3D-Fall und wären zur
Betrachtung zweidimensionaler Problemstellungen geeignet anzupassen.
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∆a2 Ω
sc
Ωi
(b)
Ωsc
Ωi
Ωa
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Abbildung 6.7: Berücksichtigung verschiedener Rissgrößen ∆a1,∆a2,∆a3 durch Skalierung des
inneren Gebiets Ωi bzw. des Innenrandes Γsci des Skalierungsgebiets Ω
sc (∆a ∝ ǫ ∝ ξi).
automatisch auch eine Skalierung der Rissgröße beinhaltet, können durch eine Skalierung von
Γsci (über ξi) verschiedene Rissgrößen berücksichtigt werden (vgl. Abb. 6.7).
Im nächsten Schritt soll die schwache, diskretisierte Form des Kräftegleichgewichts zunächst
nur für das Skalierungsgebiet aufgestellt werden. Dazu sind in die Gleichungen (6.34, 6.35)
die Rekursionsformeln für die Kinematik (6.32, 6.33) einzusetzen
δuˆTa
√
ξa
(
Φqp
(
Φup
)−1(
uˆa
√
ξa −ΦunǫΛ¯p cˆn
)
+Φqnǫ
Λ¯p cˆn
)
= δuˆTa
(
ξ2a pa
)
, (6.61)
δuˆTi
√
ξi
(
−Φqn
(
Φun
)−1(
uˆi
√
ξi −ΦupǫΛ¯p cˆp
)
−ΦqpǫΛ¯p cˆp
)
= δuˆTi
(
− ξ2i pi
)
. (6.62)
Die noch enthaltenen modalen Terme, also die Terme der nach außen abklingenden De-
formationsmoden im Außenrandgleichgewicht und die Terme der nach innen abklingenden
Deformationsmoden im Innenrandgleichgewicht, werden auf die rechte Seite gebracht und
so im Weiteren zunächst nur noch als Lastterme berücksichtigt. Dies entspricht wie im
vorherigen Kapitel letztendlich einer Umformulierung des gesamten Randwertproblems zu
zwei formal entkoppelten Randwertproblemen und stellt einen entscheidenden Schritt in der
asymptotischen Formulierung dar. Werden die übrigen Wichtungsfaktoren cˆp und cˆn rekur-
siv weiter durch die Kinematikrekursionsformeln (6.32, 6.33) ersetzt, ergeben sich folgende
rein in den Verschiebungen formulierte Rekursionsformeln, in denen nun auch gemischte
Randbedingungen an einem diskretisierten Rand berücksichtigt werden können.
δuˆTa ξa
[
Φqp
(
Φup
)−1]
uˆ(i+1)a (6.63)
= δuˆTa ξa
[
ξa pa −
(
Φqn −Φqp
(
Φup
)−1
Φun
)
ǫ−Λn
(
uˆ
(i)
i −ΦupǫΛp
(
Φup
)−1
uˆ(i−1)a + ...
)
︸ ︷︷ ︸
ǫΛ¯p cˆ(i)n /
√
ξa
]
δuˆTi ξi
[
−Φqn
(
Φun
)−1]
uˆ
(i+1)
i (6.64)
= δuˆTi ξi
[
− ξi pi +
(
Φqp −Φqn
(
Φun
)−1
Φup
)
ǫΛp
(
uˆ(i)a −Φunǫ−Λn
(
Φun
)−1
uˆ
(i−1)
i + ...
)
︸ ︷︷ ︸
ǫΛ¯p cˆ(i)p /
√
ξi
]
Die Transformationen der Skalierungsmatrizen24 von ǫΛ¯p nach ǫΛp bzw. ǫ−Λn ergibt sich durch
Ausklammern der Wurzelausdrücke aus der Kinematikrekursion.
24 mit Λ¯p=Λp + 1/2 I=−Λn − 1/2 I
6.2 Das skalierbare Zwei-Rand-Problem in der SBFEM und seine Lösung mittels
asymptotischer Reihenentwicklungen
209
In diese verschiebungsbasierten Rekursionsformeln für das Skalierungsgebiet Ωsc können zur
Kopplung der drei Gebiete Ωi, Ωa und Ωsc auch die entsprechenden Steiﬁgkeitsmatrizen
des inneren und des äußeren Gebiets hineinassembliert werden. Dazu sind zunächst zwei
Transformationen T a und T i zu deﬁnieren, die die Knotenverschiebungen uˆa und uˆi an den
Rändern Γsca und Γ
sc
i in den Raum der Knotenverschiebungen uˆag des äußeren Gebiets Ω
a
bzw. uˆig des inneren Gebiets Ωi überführen.
uˆag = T auˆa =
[
uˆa
0
]
dim(uˆag)
und uˆig = T iuˆi =
[
uˆi
0
]
dim(uˆig)
(6.65)
Umgekehrt können die Verschiebungen an den Rändern des Skalierungsgebiets mit Hilfe der
transponierten Transformationsmatrizen aus den Verschiebungen des äußeren bzw. inneren
Gebiets extrahiert werden.
uˆa = T
T
a uˆag bzw. uˆi = T
T
i uˆig (6.66)
Weiterhin sei die Verschiebungssteiﬁgkeitsmatrix der positiven Deformationsmoden mit
Kp=Φ
q
p
(
Φup
)−1
und die der negativen Deformationsmoden mit Kn= −Φqn
(
Φun
)−1
bezeich-
net. Dann folgt nach Kopplung des äußeren Gebiets Ωa (Steiﬁgkeitsmatrix Ka) mit dem
Skalierungsgebiet Ωsc die Rekursionsformel (6.67) und nach Kopplung des inneren Gebiets Ωi
(Steiﬁgkeitsmatrix Ki) mit dem Skalierungsgebiet Ωsc die Rekursionsformel (6.68).
δuˆTag
[ Kag︷ ︸︸ ︷
ξaT aKpT
T
a +Ka
]
uˆ(i+1)ag = (6.67)
δuˆTag
[
pag − ξaT a (Φqn −KpΦun) ǫ−Λn
(
Φun
)−1 (
T Ti uˆ
(i)
ig −ΦupǫΛp
(
Φup
)−1
T Ta uˆ
(i−1)
ag + ...
)
︸ ︷︷ ︸
ǫΛ¯p cˆ(i)n /
√
ξa
]
δuˆTig
[ ξiKig︷ ︸︸ ︷
ξiT iKnT
T
i +Ki
]
uˆ
(i+1)
ig = (6.68)
δuˆTig
[
ξiT i
(
Φqp +KnΦ
u
p
)
ǫΛp
(
Φup
)−1 (
T Ta uˆ
(i)
ag −Φunǫ−Λn
(
Φun
)−1
T Ti uˆ
(i−1)
ig + ...
)
︸ ︷︷ ︸
ǫΛ¯p cˆ(i)p /
√
ξi
]
Hierin ist pag der Knotenlastvektor, der sich aus den Spannungsrandbedingungen am tatsäch-
lichen Außenrand Γaσ des Gesamtgebiets ergeben hat, während für die Teile des tatsächlichen
Innenrands Γiσ, wo Spannungsrandbedingungen gegeben sind, Spannungsfreiheit angenommen
wurde (pig=0).
Damit die Skalierbarkeit insbesondere des inneren Problems weiterhin gegeben bleibt, ist es
unbedingt notwendig, dass auch alle Verschiebungsrandbedingungen des inneren Problems
skalierbar bleiben. Gegeben wäre dies z. B. für Nullverschiebungsrandbedingungen entlang
von Skalierungsstrahlen des Skalierungsgebiets oder eben für einen spannungsfreien Rand.
Wichtig für die Betrachtung von Anrissen im inneren Gebiet ist, dass die Rissgeometrie
ebenfalls skalierbar zum Skalierungszentrum des Skalierungsgebiets ist. Das ist in jedem Fall
für solche Rissgeometrien erfüllt, deren Rissﬂanken vollständig auf Skalierungsstrahlen des
Skalierungsgebiets Ωsc liegen.
Die beiden resultierenden Gleichungen sind für hinreichend kleine ǫ= ξi/ξa nur schwach
gekoppelt und somit in erster Näherung als zwei formal getrennte mechanische Probleme
formulierbar:
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• Das äußere Randwertproblem (oder kurz äußeres Problem) ist durch Gl. (6.67) gegeben
und beschreibt das endliche Gebiet ohne Störung im Inneren. Auch die Randbedin-
gungen am Außenrand entsprechen denen des ungestörten Problems. Der Einﬂuss
der Störung ist vollständig in die Randbedingungen am virtuellen Rand Γsca zwischen
Skalierungsgebiet Ωsc und äußerem Gebiet Ωa übergegangen. Hier geht zum einen ein
Term ein
(
Φqnǫ
Λ¯p cˆ
(i)
n
√
ξa
)
, der die Lasten abbildet, die an Γsca aufgrund der von innen
nach außen abklingenden Deformationsmoden resultieren würden. Zum anderen geht ein
Term ein
(
KpΦ
u
nǫ
Λ¯p cˆ
(i)
n
√
ξa
)
, der aus den Verschiebungen dieser Deformationsmoden
an Γsca und den Kräften, die diese in einem endlichen Skalierungsgebiet ohne innere
Berandung dort hervorrufen würden, resultiert.25
• Das innere Randwertproblem (oder kurz inneres Problem) ist durch Gl. (6.68) gegeben
und beschreibt ein formal unendlich ausgedehntes Gebiet mit einer Störung im Inneren.
Dabei ist der Innenrand als spannungsfrei angenommen. Hier ist nun der Einﬂuss des
Außenrandes vollständig in Randbedingungen am virtuellen Rand zwischen Skalierungs-
gebiet und nun innerem Gebiet übergegangen. Ähnlich wie beim äußeren Problem ﬁnden
dabei Terme Berücksichtigung
(
Φqpǫ
Λ¯p cˆ
(i)
p
√
ξi
)
, die zum einen aus inneren Kräften der
von außen nach innen abklingenden Deformationsmoden am Rand Γsci und zum anderen(
KnΦ
u
pǫ
Λ¯p cˆ
(i)
p
√
ξi
)
aus den sich ergebenden Lasten der zugehörigen Verschiebungen in
einem Skalierungsgebiet ohne Außenrand resultieren würden.
In diesem verschiebungsbasierten Iterationsschema für eine Problemstellung mit Gebietszerle-
gung können ebenfalls gemischte Randbedingungen für den Außenrand, d.h. abschnittsweise
Spannungs- oder Verschiebungsrandbedingungen, berücksichtigt werden.
Zur besser nachvollziehbaren Darstellung der Implementierung soll beispielhaft das Itera-
tionsverfahren der zusammengesetzten asymptotischen Reihen für reine Spannungsrandbe-
dingungen am Außenrand Γa betrachtet werden: In der 0-ten Iteration liegt das ungestörte
Gebiet vor (ǫ=0). Während das innere Problem
uˆ
(0)
ig = 0 und damit cˆ
(0)
n =
(
Φun
)−1
T Ti uˆ
(0)
ig
√
ξi = 0 (6.69)
ergibt (vgl. Gln. (6.33, 6.66)), liefert das äußere Problem uˆ(0)ag aus
δuˆTagKaguˆ
(0)
ag = δuˆ
T
ag pag . (6.70)
Aus den Randverschiebungen uˆ(0)ag können wieder aus Gleichungen (6.32, 6.66) die modalen
Wichtungsfaktoren des positiven Spektrums im Skalierungsgebiet Ωsc bestimmt werden:
cˆ(0)p =
(
Φup
)−1
T Ta uˆ
(0)
ag
√
ξa . (6.71)
Die erste Iteration des äußeren Problems führt auf die gleichen Ergebnisse wie die Berechnung
für das ungestörte äußere Problem uˆ(1)ag = uˆ
(0)
ag . Die erste Iteration des inneren Problems ergibt
für die Verschiebungen uˆ(1)ig bzw. die Verschiebungskorrektur ∆uˆ
(1)
ig = uˆ
(1)
ig −uˆ(0)ig = uˆ(1)ig folgende
Gleichung:
δuˆTigξiKig∆uˆ
(1)
ig = δuˆ
T
igξi T i
(
Φqp +KnΦ
u
p
)
ǫΛ¯p cˆ(0)p /
√
ξi . (6.72)
25 Zur Begründung sei nochmals darauf hingewiesen, dass uˆag und uˆig jeweils die Gesamtverschiebungen
des schwach gekoppelten Problems enthalten. In der ursprünglichen Form des schwachen Gleichgewichts
im Skalierungsgebiet Ωsc lag aber noch eine modale Trennung der inneren Kräfte vor. Der Anteil der
Verschiebungen uˆa am Rand Γsca , der aus den negativen Deformationsmoden resultiert, ist also im äußeren
Problem wieder herauszurechnen.
6.2 Das skalierbare Zwei-Rand-Problem in der SBFEM und seine Lösung mittels
asymptotischer Reihenentwicklungen
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Alternativ kann auch ein verallgemeinertes inneres Ersatzproblem bezogen auf die einzelnen
positiven Deformationsmoden gelöst werden. Dazu werden an einem virtuellen Rand ξi=1
zum einen immer nur die aus einem positiven Deformationsmodus Φup,j resultierenden Lasten
Φ
q
p,j aufgebracht. Weiterhin sollen diese Lasten sowohl beliebig bezüglich der Wichtung cˆ
(0)
p,j des
gerade betrachteten positiven Deformationsmodus als auch unskaliert (ǫλp,j =1) vorliegen:
δuˆTigξi
(
Kiguˆ
∗
ig − T i
(
Φqp +KnΦ
u
p
))
ǫΛ¯p cˆ(0)p /
√
ξi = 0 . (6.73)
Die resultierende Matrix uˆ∗ig enthält dann spaltenweise die resultierenden Verschiebungen
des inneren Problems für jeweils nur einen aktiven positiven Deformationsmodus mit Wich-
tungsfaktor eins und gleichzeitig unskalierten zugehörigen Lasten. Daraus können dann die
modalen Wichtungsfaktoren cˆ(1)n der negativen Deformationsmoden bzw. ihre Korrektur
∆cˆ
(1)
n = cˆ
(1)
n − cˆ(0)n = cˆ(1)n im Skalierungsgebiet Ωsc bestimmt werden:
∆cˆ(1)n =
(
Φun
)−1(
T Ti ∆uˆ
(1)
ig
√
ξi −ΦupǫΛ¯p cˆ(0)p
)
=
(
Φun
)−1(
T Ti uˆ
∗
ig −Φup
)
ǫΛ¯p cˆ(0)p = (−k∗n) ǫΛ¯p cˆ(0)p . (6.74)
Hier wird deutlich, dass, wie schon bei der modalen Formulierung für ein einfaches SBFEM-
Gebiet, die Wichtungsfaktoren cˆ(1)n der negativen Deformationsmoden (bzw. deren Korrektur
∆cˆ
(1)
n ) wieder auf das Produkt der skalierten Wichtungsfaktoren ǫΛ¯p cˆ
(0)
p der positiven Defor-
mationsmoden und einer Transfermatrix k∗n zurückgeführt werden können.
26
Es erscheint nun naheliegend, dass die weitere Betrachtung des Gleichgewichts am Außenrand
zu einem ähnlichen Zusammenhang für eine Transfermatrix k∗p führen wird. Die Lösung von
Gleichung (6.67) ergibt im nächsten Iterationsschritt für die Korrektur der Außenrandver-
schiebungen ∆uˆ(2)ag = uˆ
(2)
ag − uˆ(0)ag :
δuˆTagKag∆uˆ
(2)
ag = δuˆ
T
ag
(
−ξaT a (Φqn −KpΦun) ǫΛ¯p∆cˆ(1)n /
√
ξa
)
. (6.75)
Auch hier kann ein verallgemeinertes, nun äußeres Ersatzproblem bezogen auf die Defor-
mationsmoden des negativen Spektrums formuliert werden, das für die Matrix uˆ∗ag zu lösen
ist:
δuˆTag
(
Kaguˆ
∗
ag + ξaT a (Φ
q
n −KpΦun)
)
ǫΛ¯p(−k∗n)ǫΛ¯p cˆ(0)p /
√
ξa = 0 . (6.76)
Da hier nur eine Verschiebungsdiﬀerenz ∆uˆ(2)ag zur ungestörten Verschiebungslösung uˆ
(0)
ag
berechnet wird, sind alle gestellten Verschiebungsrandbedingungen innerhalb dieses verallge-
meinerten äußeren Problems Null-Verschiebungsrandbedingungen, sodass deren Einarbeitung
sich hier besonders einfach darstellt. Die Korrektur ∆cˆ(2)p = cˆ
(2)
p − cˆ(0)p der Wichtungsfaktoren
der positiven Deformationsmoden berechnet sich damit zu
∆cˆ(2)p =
(
Φup
)−1 (
T Ta (uˆ
(2)
ag − uˆ(0)ag )
√
ξa −ΦunǫΛ¯p cˆ(1)n
)
= −(Φup)−1 (T Ta uˆ∗ag −Φun) ǫΛ¯pk∗nǫΛ¯p cˆ(0)p = k∗pǫΛ¯pk∗nǫΛ¯p cˆ(0)p , (6.77)
26 Allerdings stellt sich k∗n hier etwas komplexer dar und ist in zwei anstatt nur einem Berechnungsschritt zu
bestimmen. Es kann beispielsweise wie folgt in den weniger allgemeinen Fall der Lösung eines einfachen
SBFEM-Gebiets mit spannungsfreiem Innenrand überführt werden: Mit den Transformationsmatrizen
T i=T a = I und der assemblierten Steiﬁgkeitsmatrix Kig=Kn= − Φqn
(
Φun
)−1
des inneren Problems
wird uˆ∗ig= uˆ
∗
i =Φ
u
p −Φun
(
Φqn
)−1
Φqp, sodass sich die Transfermatrix in diesem Spezialfall tatsächlich zu
k∗n=
(
Φqn
)−1
Φqp vereinfacht (vgl. Gl. (6.42)).
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wo schließlich die Transfermatrix k∗p deﬁniert werden kann.
27 Damit gelten die Rekursi-
onsformeln (6.43, 6.44) für die modalen Wichtungsfaktoren im skalierten Gebiet auch in
der allgemeineren verschiebungsbasierten Formulierung, allerdings mit auch allgemeiner
deﬁnierten Transfermatrizen
k∗n =
(
Φun
)−1(
Φup − T Ti uˆ∗ig
)
, k∗p =
(
Φup
)−1(
Φun − T Ta uˆ∗ag
)
, (6.78)
für deren Auswertung zunächst die Verschiebungsmatrizen uˆ∗ig, uˆ
∗
ag aus den verallgemeinerten
Ersatzproblemen (6.73, 6.76) zu bestimmen sind.
Das Gesamtpotential im Zwei-Rand-Problem mit spannungsfreiem Innenrand lautet
Π = Π i + Π a
=
1
2
[
uˆ(0)ag +∆uˆ
(2)
ag +∆uˆ
(3)
ag + ...
]T[
Kag
(
uˆ(0)ag +∆uˆ
(2)
ag +∆uˆ
(3)
ag + ...
)
− 2p∗ag
]
+
1
2
[
uˆ(0)ag +∆uˆ
(2)
ag +∆uˆ
(3)
ag + ...
]T[√
ξaT a (Φ
q
n −KpΦun) ǫΛ¯p cˆn
]
. (6.79)
Ausmultiplizieren und Ausnutzen der Symmetrie der Bilinearform
uˆ(0)Tag Kag∆uˆ
(i)
ag = ∆uˆ
(i)T
ag Kaguˆ
(0)
ag
führen mit Gleichungen (6.71, 6.49) auf folgende Vereinfachung, wobei der simpleren Darstel-
lung halber höhere Glieder der matrixbasierten Reihen vernachlässigt sind:
Π =
0Πp︷ ︸︸ ︷
1
2
uˆ(0)Tag Kaguˆ
(0)
ag − uˆ(0)Tag p∗ag+
=0︷ ︸︸ ︷[
∆uˆ(2)ag +∆uˆ
(3)
ag + ...
]T[
Kaguˆ
(0)
ag − p∗ag
]
− 1
2
uˆ(0)Tag
√
ξaT a (Φ
q
n −KpΦun) ǫΛ¯pk∗nǫΛ¯p cˆ(0)p + ... , (6.80)
= 0Πp − cˆ(0)Tp WǫΛ¯pk∗nǫΛ¯p cˆ(0)p + ... . (6.81)
Der zweite Summand in Gleichung (6.80) ist stets identisch null, da einerseits dort, wo
Spannungsrandbedingungen vorgeschrieben sind, der rechte, Gleichgewicht fordernde Faktor
zu null wird, während andererseits dort, wo Verschiebungsrandbedingungen vorgeschrieben
sind, die Verschiebungskorrekturen identisch null werden und damit der linke Faktor insgesamt
zu null wird. So gelangt man für die allgemeinere, verschiebungsbasierte Formulierung für
Problemstellungen mit Gebietszerlegung zu einer Reihenentwicklung gleicher Form (6.51) wie
diejenige der modenbasierten Formulierung. Das mag zunächst überraschend erscheinen, doch
letztendlich erfolgt der gesamte, auf die Schädigung zurückzuführende Energietransport durch
das Skalierungsgebiet Ωsc und muss sich demzufolge auch in den sein Verhalten steuernden
Variablen widerspiegeln.
27 Diese lässt sich genauso wie k∗n auf den Spezialfall eines einfachen SBFEM-Gebiets zurückführen: Für
den Fall reiner Spannungsrandbedingungen am Außenrand wird mit der Steiﬁgkeitsmatrix Kag = Kp =
Φqp
(
Φup
)−1
zunächst die verallgemeinerte Verschiebungsmatrix zu uˆ∗ag = Φ
u
n −Φup
(
Φqp
)−1
Φqn und damit
die Transfermatrix zu k∗p =
(
Φqp
)−1
Φqn berechnet (vgl. Gl. (6.42)). Im Falle reiner Verschiebungsrandbe-
dingungen ergibt sich für die verallgemeinerte Verschiebungsmatrix hingegen einfach uˆ∗ag = 0 und somit
die Transfermatrix zu k∗p =
(
Φup
)−1
Φun (vgl. Gl. (6.41)).
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6.3 Extraktion von Energiefreisetzungsraten
Schließlich bleiben aus diesen Reihenentwicklungen versagensrelevante Größen, wie die in-
krementelle und diﬀerentielle Energiefreisetzungsrate G¯,G, zu extrahieren. Dazu ist die
Potentialdiﬀerenz ∆Π =Π − 0Πp zwischen geschädigter und ungeschädigter Struktur unter
gegebener Last pro neu hinzugewonnener Rissﬂäche ∆A auszuwerten (bzw. der Grenzwert für
∆A→ 0, siehe auch Kap. 2.2). Dies ist ausgehend von den gefundenen Reihenentwicklungen
sehr einfach zu bewerkstelligen. Denn unter den eingeführten Annahmen muss das innere
Gebiet Ωi, das den Riss enthält, gerade mit dem Kopplungs-/Störungsparameter ǫ skalieren:
im 2D-Fall: ∆A ∝ ǫ −→ ∆A = ∆A|ǫ=1ǫ = ∆A∗ǫ und (6.82)
im 3D-Fall: ∆A ∝ ǫ2 −→ ∆A = ∆A|ǫ=1ǫ2 = ∆A∗ǫ2 . (6.83)
Damit sind auch die resultierenden Reihendarstellungen der inkrementellen und diﬀerentiellen
Energiefreisetzungsrate analytisch im Störungsparameter ǫ darstellbar.
G¯ = −∆Π (ǫ)
∆A(ǫ)
, G = −∂Π (ǫ)
∂A(ǫ)
= −∂Π (ǫ)
∂ǫ
∂ǫ
∂A
(6.84)
Im Falle unbelasteter Rissufer und unter Berücksichtigung nur des führenden Terms ergibt
sich die sehr kompakte matrixbasierte Darstellung für den 3D-Fall:28
G¯ = cˆ(0)Tp WǫΛ¯pk∗nǫΛ¯p cˆ(0)p
/
(∆A∗ǫ2) + ... , (6.85)
G = cˆ(0)Tp W
(
Λ¯pǫ
Λ¯p−Ik∗nǫ
Λ¯p + ǫΛ¯pk∗nΛ¯pǫ
Λ¯p−I
)
cˆ(0)p
/
(2∆A∗ǫ) + ... . (6.86)
Die entsprechende indexbasierte Darstellung lautet:
G¯ =
nλn1∑
k=1
nλp1∑
l=1
(
cˆ
(0)
p,kcˆ
(0)
p,l ǫ
λ¯p,k+λ¯p,l−2k∗n,klWk
)
/∆A∗ + ... , (6.87)
G =
nλn1∑
k=1
nλp1∑
l=1
(
cˆ
(0)
p,kcˆ
(0)
p,l (λ¯p,k + λ¯p,l)ǫ
λ¯p,k+λ¯p,l−2k∗n,klWk
)
/(2∆A∗) + ... . (6.88)
Aus diesen Darstellungen ist nun auch für den 3D-Fall leicht ersichtlich, dass starke Span-
nungssingularitäten (λp < 1/2, im 3D-Fall λ¯p=λp + 1/2) zu unbeschränkten und schwache
Spannungssingularitäten (1/2 < λp < 1) zu nullwertigen diﬀerentiellen Energiefreisetzungsra-
ten G führen (vgl. Kap. 2.2.3, Gln. (2.110 – 2.113)).
Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass diese asymptotischen Reihen i. A. vor allem für
Anrisse, die klein gegenüber den Außenrandabmessungen sind (ǫ ≪ 1), gute Näherungen
darstellen und dabei unter Berücksichtigung nur weniger Entwicklungsterme sehr eﬃzient
berechnet und ausgewertet werden können. Der Gültigkeitsbereich der asymptotischen Reihen
kann durch Berücksichtigung weiterer Reihenglieder im skalaren Kopplungsparameter ǫ (mit
vollständig bestimmten Koeﬃzienten) merklich ausgeweitet werden29, wodurch aber der
Auswertungsaufwand ansteigt. Ein konkretes Rechenbeispiel wird im Folgekapitel zu sehen
sein.
28 Anmerkung: Da die Rissgröße ∆A proportional mit dem Kopplungsparameter ǫ skaliert (Beziehungen
(6.82, 6.83)), können die Reihendarstellungen äquivalent auch in ∆A anstatt ǫ angegeben werden.
29 bis nahe an ǫ=1

Kapitel 7
Bewertung von 3D-Spannungssingularitäten mittels
eines gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums
Nachdem in Kapitel 5 ein verbesserter Zugang zur Lösung von Randwertproblemen der
linearen Elastizitätstheorie mit 3D-Spannungssingularitäten bereitgestellt und in Kapitel 6
ein eﬃzienter Berechnungsweg für Näherungslösungen benachbarter, durch einen skalierbaren
Defekt gestörter Konﬁgurationen aufgezeigt wurde, sollen diese Ansätze nun zu einem
Bewertungskonzept im Rahmen der Bruchmechanik ﬁniter Risse zusammengeführt werden.1
Dabei kommt allein die angereicherte Formulierung der SBFEM zum Einsatz. Primäres Ziel
dieses Kapitels ist es, exemplarisch eine Anwendung zu demonstrieren.2 Die Übertragung
des Konzeptes auf eine breite Palette von Anwendungsbeispielen bleibt anderen Arbeiten
vorbehalten.
7.1 Doppelrisssituation (ZFR-ZFR) in einem Faserverbundlaminat
Es wird die Struktursituation mit Defektinteraktion ZFR-ZFR aus Kapitel 4, die die Interak-
tion zweier Zwischenfaserrisse in einem Faserverbundlaminat beinhaltet, wieder aufgegriﬀen.
Dabei wird sich auf die Betrachtung eines [0◦/90◦]-T800/Epoxid-Laminats3 mit senkrechten
ZFR beschränkt (ϑ= β1= β2=90◦, Abb. 4.8a, 4.10 und 5.6). Zunächst wird eine Spannungs-
analyse für die kritischen Deformationsmoden mit 3D-Spannungssingularitäten durchgeführt
und die sich dabei einstellenden Materialanstrengungen berechnet. Im Anschluss wird ein
gekoppeltes Spannungs- und Energiekriterium im Rahmen der Bruchmechanik ﬁniter Risse
auf zwei einfache biaxiale Lastfälle angewandt. Dazu wird zunächst wieder je eine Span-
nungsanalyse durchgeführt und anhand geeigneter Versagenskriterien überbeanspruchte
Gebiete identiﬁziert (Spannungskriterium). Anschließend werden inkrementelle Energiefrei-
setzungsraten für eine Reihe benachbarter Konﬁgurationen, die einen Sekundärriss enthalten,
bereitgestellt, um energetisch zulässige Risse identiﬁzieren zu können (Energiekriterium).
Schließlich erfolgt die Bestimmung kritischer Versagensparameter anhand der Forderung,
dass sowohl Spannungs- als auch Energiekriterium gleichzeitig erfüllt seien.
Wie in Kapitel 5.2 wird ein würfelförmiges Gebiet mit Kantenlänge 2mm um den Defekt-
interaktionspunkt betrachtet und es kommt eine angereicherte Formulierung der SBFEM
(enrSBFEM) mit einer uniformen Oberﬂächendiskretisierung zum Einsatz (vgl. Abb. 5.6).
1 Im Zusammenhang mit der SBFEM wurde die Bruchmechanik ﬁniter Risse das erste und, nach Wissen
des Autors, bisher einzige Mal von Sun et al. (2015) angewendet. Deren Arbeit beschränkte sich auf
zweidimensionale Struktursituationen und verwendete das Rissschließintegral (2.105) zur Bestimmung
inkrementeller Energiefreisetzungsraten G¯.
2 Die hier dargestellten Ergebnisse wurden größtenteils im Rahmen des DFG-Folge-Projektes BE 1090/35-2
erarbeitet sowie teilweise in Hell et al. (2017) publiziert.
3 Die entsprechenden Materialdaten sind in Tabelle A.1 zu ﬁnden.
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Abbildung 7.1: Schnittbild der geglätteten Spannungsverteilung (SPR) einer SBFE-Analyse mit
Anreicherung für reinen Deformationsmodus co1 bei ne=16 Elementen mit bilinearem Ansatz
entlang jeder Würfelkante. Spannungen sind im Material-Koordinatensystem mit 1-Richtung
in Faserrichtung angegeben (xo1,x
o
2,x
o
3-KOS in oberer und x
u
1 ,x
u
2 ,x
u
3-KOS in unterer Laminat-
schicht).
Spannungen werden stets mit der in Kapitel 5.3 dargestellten Variante der Superconvergent
Patch Recovery (SPR) geglättet.
7.1.1 Spannungen und Materialanstrengung der Deformationsmoden mit
3D-Spannungssingularitäten
Wie in Kapitel 4.2.2 dargestellt, liefert die betrachtete Konﬁguration sechs Deformationsmoden
mit 3D-Spannungssingularitäten am Interaktionspunkt. Die zugehörigen Singularitätsexpo-
nenten der 3D- sowie auch 2D-Spannungssingularitäten sind in Abbildung 4.10 angegeben.
Hierzu sei nochmals erwähnt, dass 2D-Deformationsmodus ZFR-III schon zu supersingulären
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Spannungen führt, während ZFR-I nur eine schwache Spannungssingularität zuzuordnen
ist. Unter den 3D-Deformationsmoden liefert nur ct1 eine starke 3D-Spannungssingularität.
Die übrigen fünf Deformationsmoden führen auf schwache 3D-Spannungssingularitäten, die
mitunter auch noch schwächer sind als diejenige des 2D-Deformationsmodus ZFR-I.
Exemplarisch sind in Abbildung 7.1 die geglätteten Spannungen des 3D-Deformationsmodus
co1 im Material-Koordinatensystem gezeigt. Für die Berechnung wurde eine uniforme Ober-
ﬂächenvernetzung mit ne=16 Elementen entlang jeder Würfelkante verwendet. Bezüglich der
Darstellung ist zu beachten, dass die Deformationsmoden beliebig skalierbar sind und sich
die Aussagekraft der Spannungsverteilung daher rein auf die relative Größe der Spannungs-
komponenten im Vergleich zueinander beschränkt. Erwartungsgemäß sind die Spannungen in
Faserrichtung erheblich größer, weshalb die Farbskala für die Spannungen σ11, zwecks aussa-
gekräftigerer Darstellung, angepasst ist. Ansonsten dominieren die Spannungen σ33, während
Schubspannungen eine untergeordnete Rolle spielen. Schließlich ist der erstaunlich glatte
Verlauf der Spannungen auf der Oberﬂäche um die 2D-Singularitäten herum zu erkennen,
der im Wesentlichen auf die Anreicherung zurückzuführen ist.
Entscheidender als die Spannungen sind die daraus abzuleitenden lokalen Materialanstren-
gungen E (vgl. Kap. 2.2.1). In Abbildung 7.2 sind daher nur diese auch für alle sechs
3D-Deformationsmoden mit 3D-Singularitäten dargestellt. Zur Ermittlung der lokalen Ma-
terialanstrengungen ist ein Versagenskriterium zu wählen, das dem transversal-isotropen
Materialverhalten der Faserkunststoﬀverbunde Rechnung trägt. Das Versagensmoduskonzept
nach Cuntze hat sich in der Versagensbewertung von Laminaten bewährt (vgl. World-Wide-
Failure-Exercise (Hinton et al., 2004, Kaddour u. Hinton, 2013)) und tritt gleichzeitig durch
seine vergleichsweise simple Umsetzung hervor, weshalb ihm an dieser Stelle der Vorzug vor
anderen Versagenskriterien (z. B. dem Wirkebenenkriterium von Puck (1996), Kap. 2.2.1)
gegeben wird.
Außer den Materialanstrengungen innerhalb der einzelnen Laminatlagen kann auch die Dela-
minationsneigung, also eine Art “Grenzﬂächenanstrengung”, sehr von Interesse sein. Zwar
beansprucht das Versagensmoduskonzept nach Cuntze (genauso wie das Wirkebenenkriterium
nach Puck) seine Anwendbarkeit auch in der Grenzﬂäche zwischen zwei Laminatlagen, aller-
dings sind die so berechneten Grenzﬂächenanstrengungen abhängig davon, in welcher Lage
sie berechnet werden: Denn in der Grenzﬂäche müssen nur die interlaminaren Spannungen
stetig sein. Puck gibt an, dass dann einfach die Überschneidung der verschiedenen vorher-
gesagten Versagensﬂächen aus den beiden anliegenden Laminatschichten als resultierende
Versagensﬂäche angesehen werden könne.
Für die hier durchgeführten Berechnungen sei aber ein direkterer Zugang gewählt: Es wird ein
von Pucks Wirkebenenkriterium abgeleitetes, einfaches, quadratisches Delaminationskriterium
verwendet, das nur von den interlaminaren Spannungen abhängt und einen Abminderungs-
faktor fred für die Festigkeit in der Grenzﬂäche vorsieht:
Edel = 1
fred
(√
τ 223 + τ
2
13
R2⊥‖
+
(
1
Rt⊥
− p⊥‖
R⊥‖
)2
σ233 +
p⊥‖σ33
R⊥‖
)
, σ33 ≥ 0 , (7.1)
Edel = 1
fred
(√
τ 223 + τ
2
13
R2⊥‖
+
(
p⊥‖
R⊥‖
)2
σ233 +
p⊥‖σ33
R⊥‖
)
, σ33 < 0 . (7.2)
Laut Puck (1996) liegen die Grenzﬂächen-Festigkeiten etwas unter den Festigkeitswerten für
Zwischenfaserbruch der Einzelschichten. Da die Festigkeiten der Grenzﬂächen i. A. schwierig
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Abbildung 7.2: Lokale Materialanstrengung aus geglätteter Spannungsverteilung (SPR) für die
sechs Deformationsmoden mit 0 < λ < 1. Ergebnisse aus einer SBFE-Analyse mit Anreiche-
rung bei ne=16 Elementen entlang jeder Würfelkante. Linke Spalte: Vollwürfel; mittlere Spalte:
Schnitte in den Mittelebenen; rechte Spalte: Grenzﬂächenebene. (Die Skalierung der zugrunde-
liegenden Spannungen und Deformationen ist für jeden Deformationsmodus auf Basis einer
möglichst anschaulichen Darstellung der Anstrengungsverteilung gewählt.)
zu beschaﬀen und oft nicht gegeben sind, schlägt Puck einen simplen Abschlag von etwa 10%
bis 20% vor. Dieser Empfehlung wird hier gefolgt und der Abminderungsfaktor fred=0,8
gewählt.
Abbildung 7.2 zeigt die Verteilung der lokalen Materialanstrengung nach dem Versagensmo-
duskonzept von Cuntze (Gln. (2.72, 2.73)) sowie der lokalen Grenzﬂächenanstrengung nach
den Gleichungen (7.1, 7.2).4 Die jeweils erste Darstellung der Materialanstrengungsverteilung
nach Cuntze illustriert anhand des verformten Modells vor allem die lokale Anstrengung auf
den Oberﬂächen, während die jeweils zweite Darstellung den Fokus auf die Verteilung im
Inneren legt. In letzterer sind überbeanspruchte Bereiche besonders durch rote Isoﬂächen
hervorgehoben. Dabei ist auch hier wieder zu beachten, dass die Deformationsmoden zunächst
beliebig skalierbar sind und die gegebenen Abbildungen daher vor allem eine Aussage über die
4 Die eingehenden Materialdaten sind in Tabelle A.1 gegeben.
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relative Größe der Anstrengungswerte liefern. Die letztendlich gewählte Skalierung orientiert
sich allein an einer günstigen Darstellung der Ergebnisse.
Die lokale Materialanstrengung nach Cuntze ist bei einer reinen Anregung des Deformati-
onsmodus co1 vollständig vom Versagensteilkriterium für Matrixzugversagen IFF1 (Gl. 2.72)
dominiert.5 Entsprechend ist ihre Darstellung derjenigen der Spannungsverteilung von σ33 in
Abbildung 7.1 sehr ähnlich. Dennoch wird eine Unstetigkeit an der Grenzﬂäche zwischen den
Laminatlagen deutlich sichtbar. In jedem Fall suggeriert die Bedeutung der Spannungskompo-
nente σ33 eine starke Delaminationsneigung, was auch der lokalen Grenzﬂächenanstrengung
zu entnehmen ist.
Weiterhin sind die 2D-Spannungssingularitäten gut dort zu erkennen, wo die ZFR je-
weils auf die Oberﬂäche des betrachteten Gebiets treﬀen. Hier ist jeweils ein reiner 2D-
Deformationsmodus ZFR-I angesprochen und damit eine schwächere als die vorliegende
3D-Singularität (vgl. Abb. 4.10). Die daher zu erwartende Dominanz der 3D-Singularität
nahe des Interaktionspunktes wird bestätigt, wenn auch weniger deutlich als vermutet.
Umgekehrt ist für die Deformationsmoden co2 und ct2 die Dominanz der hier jeweils stär-
keren 2D-Spannungssingularität erkennbar. Die Verteilungen der lokalen Anstrengung bei
den Deformationsmoden cs1 und cs2 legen ebenfalls keine Dominanz der 3D-Singularität
nahe, was in Anbetracht ihrer Singularitätsexponenten, die fast identisch mit denen des
hauptsächlich angesprochenen 2D-Deformationsmodus ZFR-II sind (vgl. Abb. 4.10), zu er-
warten war. Eher unerwartet erscheint hingegen die nur schwach erscheinende Dominanz der
3D-Spannungssingularität bei Deformationsmodus ct1.
Die betrachteten lokalen Anstrengungen implizieren also häuﬁg keine oder zumindest keine
klare Dominanz der 3D-Singularität – insbesondere dann, wenn die angesprochene 2D-
Spannungssingularität stärker als die angesprochene 3D-Singularität ist. In diesen Fällen
wäre also zwingend auch eine gesonderte Analyse der einzelnen ZFR mit ihren singulären
2D-Feldern notwendig. Dies wurde bisher im Rahmen der Bruchmechanik ﬁniter Risse nicht
in der Literatur behandelt, und soll hier, da in dieser Arbeit der Fokus auf der Analyse von
3D-Spannungssingularitäten liegt, ebenfalls für mögliche Folgearbeiten aufgespart sein. Einen
Deformationsmodus mit vergleichsweise deutlicher Dominanz der 3D-Spannungssingularität
stellt der symmetrische Deformationsmodus co1 dar. Er wird, wie in Kapitel 4.2.3 gesehen
(z. B. Tab. 4.3), besonders stark und dazu weitgehend allein durch biaxiale Lasten in der
Laminatebene angeregt. Daher sollen solche Struktur- und Lastsituationen im Folgenden
Gegenstand der Betrachtungen sein.
7.1.2 Versagensbewertung nach gekoppeltem Spannungs- und Energiekriterium für
Randwertprobleme biaxialer Zugbelastung
Es werden zwei simple Randwertprobleme mit Randbedingungen am diskretisierten Rand
gelöst, die den Deformationsmodus co1 ansprechen (Abb. 7.3): Am betrachteten Würfelgebiet
mit Kantenlänge 2mm werden
• im biaxialen Lastfall SRB Spannungsrandbedingungen auf der diskretisierten Würfelo-
berﬂäche in Form einer Oberﬂächen-Normalspannung von t∗ = 1MPa und
• im biaxialen Lastfall URB Verschiebungsrandbedingungen auf der diskretisierten Wür-
feloberﬂäche in Form einer Einheitsnormalverschiebung u∗ = 0,0001mm
5 Folglich spielt die Wahl der Kurvenparameter b⊥‖ und b⊥ hier keine Rolle.
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Abbildung 7.3: Skizze des biaxialen Randwertproblems mit Symmetrieebenen.
aufgebracht. Dabei erfolgt eine Vernachlässigung von Eigenspannungen, die aufgrund chemi-
schen Schrumpfes oder einer von der Raumtemperatur verschiedenen Aushärtetemperatur
entstanden sein könnten. Dem liegt die Annahme zugrunde, dass die Standzeit hinreichend
lang gewesen sei, um die Eigenspannungen abzubauen.6 Grundsätzlich können Eigenspannun-
gen aber, wie in Kapitel 4.1.4 und von Hell u. Becker (2015c) dargestellt, berücksichtigt werden.
Die beiden Lastfälle SRB und URB bilden in gewisser Näherung die biaxiale Zugbelastung in
einem viel größeren, ﬂächigen Laminat ab. Abhängig davon, welcher Laminatlagenaufbau
betrachtet wird, ist dabei Lastfall SRB oder Lastfall URB von höherer Relevanz.7
Aufgrund der Doppelsymmetrie der Randwertprobleme war es ausreichend, jeweils nur ein
Viertel des Laminatwürfels zu modellieren (Abb. 7.4 a). Zur Gewährleistung einer Lagerung,
die alle Starrkörperbewegungen unterbindet8, ist neben der Implementierung der Symme-
trierandbedingungen jeweils am Knoten bei x= y=1mm die Verschiebung uz in vertikaler
Richtung gesperrt. Es werden vier weitgehend uniforme Oberﬂächennetze mit linearen Ansatz-
funktionen und ne=12, 18, 24, 30 Elementen über der Höhe des Viertelmodells berücksichtigt.
Die Gesamtformänderungsenergie konvergiert Dank der Anreicherung stets etwa quadratisch
und gleichmäßig.
Material- und Grenzﬂächenanstrengung
Es ist zunächst die Struktursituation vor einem Sekundärversagen zu betrachten (Abb. 7.4 a).
Die Auswertung der Spannungen führt auf die in Abbildung 7.5 dargestellten lokalen Material-
und Grenzﬂächenanstrengungen Eres, Edel. Dabei sind die Anstrengungen für mit einem
6 vgl. Schürmann (2007)
7 Für ein zweilagiges [0◦/90◦]-Laminat mit Biege-Dehn-Kopplung und deutlichen Biegedeformationen (λ=2)
wäre Lastfall SRB, für ein symmetrisches [0◦/90◦]s-Laminat (kaum Biegedeformationen) wohl eher Lastfall
URB relevanter.
8 Nur dann ist die berechnete Randsteiﬁgkeitsmatrix des Randwertproblems positiv deﬁnit und die Lösung
eindeutig.
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Abbildung 7.4: Viertelmodell mit SBFE-Diskretisierung (ne=12). Rote Kreise markieren ange-
reicherte Knoten. Punkte mit 3D-Spannungssingularitäten sind durch rote runde Marker ge-
kennzeichnet und stellen gleichzeitig ein Skalierungszentrum dar. Rote Linien markieren Lini-
ensingularitäten mit zweidimensionalem Abklingverhalten.
Lastfaktor P multiplizierte Lasten angegeben9. Ähnlich wie in Abbildung 7.2 sind die Materi-
alanstrengungen nach Cuntze Eres am deformierten Viertelmodell sowie am undeformierten,
oﬀenen Viertelmodell gezeigt. Dabei ist die Materialanstrengung wieder vom Versagensteilkri-
terium für Matrixzugversagen IFF1 (Gl. 2.72) dominiert.10 Für Lastfall SRB wird die aufgrund
der ZFR exzentrische Lasteinwirkung besonders bemerkbar und äußert sich durch deutliche
Biegedeformationen.11 Dies zeigt sich andeutungsweise auch in der zugehörigen Grenzﬂächen-
anstrengung. Die Biegedeformationen (insbesondere durch Deformationsmoden mit λ=2
abgebildet) fehlen bei Lastfall URB weitgehend, was ebenfalls zu einer schwächeren Ansprache
von Deformationsmodus co1 führt. Stattdessen dominieren hier Deformationsmoden mit
homogenen Dehnungen (λ=1).
Dieser Sachverhalt ist auch Abbildung 7.6 zu entnehmen, in der die Grenzﬂächen-Anstrengungen
Edel für die Berücksichtigung unterschiedlicher Anzahlen von Deformationsmoden über der
Grenzﬂächendiagonalen dargestellt sind. Die Berücksichtigung allein der ersten neun Defor-
mationsmoden bis einschließlich der Biegemoden mit λp=2 (anstatt aller 1911 Deformations-
moden des positiven Spektrums der Diskretisierung ne=18) ergibt in beiden betrachteten
Lastfällen bereits über einen sehr großen Bereich der Grenzﬂächendiagonalen kaum Abwei-
chungen von denjenigen Anstrengungen Edel, für die alle Deformationsmoden herangezogen
wurden. Dies gilt umso mehr, je näher an der 3D-Singularität ausgewertet wird. Die Be-
rücksichtigung Biegung abbildender Deformationsmoden (λp=2) ist, wie bereits erwähnt,
besonders im Lastfall SRB wichtig. Im Lastfall URB reicht hingegen schon die Berücksichti-
gung der Deformationsmoden bis zu jenen mit homogenen Verzerrungen (λp=1). In jedem
Fall wird klar, dass die ausschließliche Betrachtung der Deformationsmoden mit einer 3D-
9 Das heißt, t∗=10MPa bei SRB und u∗=0,004mm bei URB. Alternativ ist es auch möglich, die An-
strengungen der ursprünglichen Lastfälle (t∗=1MPa bei SRB und u∗=0,0001mm bei URB) mit dem
Lastfaktor P zu multiplizieren, da die Anstrengungen linear in den Spannungen sind.
10 Folglich spielen die Kurvenparameter b⊥‖ und b⊥ hier weiterhin keine wesentliche Rolle.
11 vgl. auch Kap. 4.2.3, biaxialer Lastfall im asymmetrischen [90◦/0◦]-Laminat, Tab. 4.3
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Abbildung 7.5: Lokale Materialanstrengung aus geglätteter Spannungsverteilung (SPR) einer
SBFE-Analyse mit Anreicherung bei ne=18 Elementen über der Höhe des Viertelmodells. Für
die Darstellungen sind die in die Anstrengung eingehenden Spannungen aus der RWP-Lösung
mit einem Lastfaktor P multipliziert.
Spannungssingularität schon bei vergleichsweise kurzen Risslängen zu beträchtlichen Fehlern
führen kann.
Es sei angemerkt, dass der Biegeanteil in Lastfall SRB auf ein Ansprechen der Eckensingula-
rität an der Bimaterialecke bei x= y=1mm führt. Diese Bimaterialecke liegt zwar auf der
diskretisierten Oberﬂäche des SBFE-Modells und wird auch nicht durch eine Anreicherung
abgedeckt. Allerdings ist diese Singularität im Vergleich sehr schwach und führt daher nur
zu einer kleinen Einschränkung in der Konvergenz des zugehörigen RWP (Verschiebungen,
Formänderungsenergie).12 In Lastfall URB spielt die Eckensingularität keine Rolle, da hier
12 Generell werden dadurch nur die Konvergenzeigenschaften derjenigen Deformationsmoden, bei denen die
Eckensingularität auch angesprochen wird, und in der Folge auch nur derjenigen RWP eingeschränkt, bei
denen wiederum diese Deformationsmoden einen Anteil haben.
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Abbildung 7.6: Beitrag der Deformationsmoden zur Spannungslösung/Grenzﬂächen-Anstrengung
über Grenzﬂächendiagonale aus SBFE-Analyse mit Anreicherung und ne=18 Elementen über
der Höhe des Viertelmodells. (Anmerkung: Dieses Modell liefert 1911 Deformationsmoden, wo-
von nur drei einen Abklingexponenten λp < 1, vier λp ≤ 1 und neun λp ≤ 2 besitzen.)
durch die Verschiebungsrandbedingungen lokal ein homogener Verzerrungszustand an der
Bimaterialecke herbeigeführt wird.
Ein Vergleich der Grenzﬂächenanstrengung Edel für die vier betrachteten Diskretisierungen
ergibt speziell nahe der 3D-Spannungssingularität am Rissinteraktionspunkt (bei ξ=0) nur
geringe Abweichungen voneinander. Beispielsweise betragen diese auf der Grenzﬂächendiago-
nalen für Lastfall URB bis ξ ≈ 0,8∣∣∣∣Edel(ne=12)Edel(ne=30) − 1
∣∣∣∣ ≤ 6,2% und ∣∣∣∣Edel(ne=18)Edel(ne=30) − 1
∣∣∣∣ ≤ 1,7% .
Für Lastfall SRB betragen die Abweichungen bis ξ ≈ 0,35∣∣∣∣Edel(ne=12)Edel(ne=30) − 1
∣∣∣∣ ≈ 3% und ∣∣∣∣Edel(ne=18)Edel(ne=30) − 1
∣∣∣∣ ≈ 1% .
Danach steigen sie aufgrund von durch die Eckensingularität bei ξ=1 induzierten Ungenau-
igkeiten merklich an. Dieser Einﬂuss der Eckensingularität tritt aber nur so deutlich zu Tage,
weil die entsprechende Bimaterialecke gerade Bestandteil des Skalierungsstrahls ist, der die
betrachtete Grenzﬂächendiagonale bildet.
Schließlich ist festzuhalten, dass die Grenzﬂächenanstrengung Edel eine weiterhin geltende
Dominanz der 3D-Eﬀekte am Rissinteraktionspunkt nahelegt und dabei symmetrisch bezüglich
der Grenzﬂächendiagonalen ist.13 Dabei bilden die Isolinien gleicher Grenzﬂächenanstrengung
in beiden Lastfällen konkave Formen (bezüglich höher beanspruchter Teilgebiete) aus.
13 Die im Lastfall URB nicht unerheblichen Unterschiede zwischen der Grenzﬂächenanstrengung Edel und
der Materialanstrengung Eres nahe der Grenzﬂäche kommen dadurch zustande, dass letztere auch die
Spannungskomponente σ22 im jeweiligen Materialkoordinatensystem mit berücksichtigt und diese Span-
nungskomponente hier einen wesentlichen Beitrag leistet.
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Potentielle Sekundärrisse und Energiefreisetzungsraten
Nach dem gekoppelten Spannungs- und Energiekriterium (Kap. 2.2.4), kommen für eine mögli-
che Sekundärrissbildung alle denkbaren Rissgeometrien innerhalb des durch ein Spannungskri-
terium identiﬁzierten überbeanspruchten Bereichs infrage. Gerade in 3D-Problemstellungen
führt dies jedoch zu einer kaum überschaubaren Anzahl potentieller Sekundärrisse, sodass es
unerlässlich wird, diese Anzahl durch zusätzliche Annahmen zu verringern. Damit stellt eine
angemessene Reduktion der möglichen Rissgeometrien den Knackpunkt einer eﬀektiven An-
wendung des gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums auf 3D-Spannungssingularitäten
dar.
Die Ausbildung von Sekundärrissen ausgehend von der größten Spannungskonzentration (bzw.
stärksten Spannungssingularität) sowie deren Ebenbleiben sind typische Annahmen, die in
zurückliegenden Betrachtungen von 2D-Problemen gute Ergebnisse erbrachten (z. B. Leguillon
(2002), Leguillon u. Martin (2012), Hell u. Becker (2014)) und auch für 3D-Probleme schon
Anwendung fanden (Leguillon, 2014, Mittelman u. Yosibash, 2014, 2015). Weiterhin sollen
hochfeste Teilstrukturen (z. B. Fasern) nicht von einem Sekundärriss durchtrennt werden.
Schließlich sei von der Bildung zunächst nur eines Sekundärrisses ausgegangen. Unter diesen
Annahmen sowie aufgrund der Symmetrie des biaxialen Lastfalls erscheinen insbesondere
ebene, symmetrische Grenzﬂächen-Risse, die vom Interaktionspunkt der aufeinander tref-
fenden ZFR sowie von deren Rissfronten ausgehen, wahrscheinlich. Doch auch mit diesen
Einschränkungen bleibt neben der Rissgröße vor allem die Rissform bzw. im Besonderen die
Form der Rissfront zu bestimmen.
Allein die Bestimmung der Geometrie von Rissfronten in dreidimensionalen Strukturen stellt
ein eigenes Forschungsgebiet dar und ist keinesfalls trivial. Bei von Ecken ausgehenden ebenen
Rissen wird grundsätzlich zwischen dreiecksförmigen, konkaven und konvexen Rissformen (mit
geraden, zum Eckpunkt hin und vom Eckpunkt weg gekrümmten Rissfronten) unterschieden
(vgl. auch Kap. 3.1.4 und 3.2). Einschlägige wissenschaftliche Arbeiten beschäftigen sich mit
der Rissbildung an Siliziumchips der Elektronikindustrie, ausgehend von der Bimaterialecke
zwischen Silizium und Kunstharz-Klebstoﬀ (z. B. Nied (2003), Herr u. Nied (2005), Ayhan et al.
(2007), Koguchi et al. (2015)). Hier werden häuﬁg dreiecksähnliche Rissformen beobachtet, die
sich unter zyklischer Belastung einstellen.14 Auch die Arbeiten zur rechnerischen Bestimmung
von SIFs entlang der Rissfronten solcher Risse15 zeigen Energiefreisetzungsraten auf, die dort,
wo die Grenzﬂächenrissfront auf einen freien Rand triﬀt, für Dreiecksrisse gegen Null und für
konvexe Rissformen gegen Unendlich tendieren (Herr u. Nied, 2005, Ayhan et al., 2007, Koguchi
et al., 2015). Basierend auf der Annahme, dass sich entlang einer Rissfront eine konstante
Energiefreisetzungsrate einstellt, weisen diese Arbeiten letztendlich auf dreiecksähnliche
Rissgeometrien, mit Tendenz zu konvexen Rissformen, hin.
Dies steht im Kontrast zu den nach der Grenzﬂächenanstrengung Edel auch möglichen konkaven
Rissformen. Die der aktuellen Problemstellung am nächsten kommenden Untersuchungen
stammen von Leguillon (2014). Er zeigte durch FE-Analysen für die Bimaterialbalkenversuche
von Labossiere u. Dunn (2001), dass Eckenrisse mit Dreiecksform bei gleicher Rissausdehnung
auf der Winkelhalbierenden d (vgl. Abb. 3.2) höhere inkrementelle Energiefreisetzungsraten G¯
liefern als solche mit nur abschnittsweise gerader Rissfront. Dies erscheint zunächst unerwartet,
14 Eindrucksvolle Aufnahmen von teilweise delaminierten Siliziumchips nach verschiedenen thermischen
Zyklenzahlen sind beispielsweise den Arbeiten von Herr u. Nied (2005) und auch Nied (2003) zu entnehmen.
15 unter Zugbelastung senkrecht zu den Rissﬂächen
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da nicht die volle, nach dem Spannungskriterium mögliche Energiefreisetzung ausgeschöpft
wird. Gleichzeitig besitzt die Rissform mit abschnittsweise gerader Rissfront die doppelte
Rissﬂäche des Dreiecksrisses und dieser Eﬀekt überwiegt oﬀenbar.
Letztendlich scheint die Dreiecksrissform eine vertretbare Annahme für eine erste Abschätzung
der tatsächlichen Energiefreisetzungsraten zu sein. Entsprechend wird, unter weiterer An-
nahme der Dominanz der 3D-Spannungssingularität, im Folgenden von der Dreiecksrissform
und damit geraden Rissfronten ausgegangen. Zusammen mit der Symmetrie der Lastfälle
führt dies zu einer Festlegung der Sekundärrissgeometrie auf ein gleichschenkliges Dreieck
und schließlich die Reduktion der freien Rissparameter auf nur noch die Rissgröße ∆A.
Die gewählte Dreiecksrissform erfüllt die Skalierungsbedingung des Kapitels 6 zur Betrachtung
skalierbarer Zwei-Rand-Probleme im Rahmen der SBFEM. Entsprechend sind zur eﬃzien-
ten Berechnung der inkrementellen Energiefreisetzungsraten G¯ solcher zum Ursprung der
3D-Spannungssingularität skalierbarer Sekundärrisse die beiden dort dargestellten Ansätze
möglich:
• Skalierbares Zwei-Rand-Problem (S2RP): Wie in Abbildung 7.4 b dargestellt, wird
zusätzlich zum bisher ausschließlich behandelten Außenrand bei ξa=1 im Viertelmodell
ein gegenüber dem Außenrand skalierter Innenrand bei ξi eingeführt. In den entstan-
denen Innenraum, der den zu betrachtenden Sekundärriss enthalten soll, wird eine
weitere SBFEM-Modellierung hineinassembliert.16 Da dieses innere SBFE-Modell ska-
lierbar ist, können diverse Ausdehnungen der Sekundärrissgeometrie betrachtet werden,
ohne dass für jede ein neues Modell erstellt und eine neue Rand-Steiﬁgkeitsmatrix
berechnet werden müssen. Sie werden nur einmal erstellt und können dann über den
Skalierungsparameter ǫ= ξi/ξa mit geringem Aufwand variiert werden. Im Grenzfall
ǫ=1 verschwindet das äußere Modell und das innere Modell nimmt vollständig den
Raum ein, den in der Berechnung vor Sekundärrissbildung noch das äußere Modell ohne
Innenrand inne hatte. Es ist zu beachten, dass für sehr kleine Skalierungen des inneren
Modells die Genauigkeitsgrenze bei der Lösung des resultierenden linearen Gleichungs-
systems erreicht werden und der Einﬂuss des inneren Modells in den Größenbereich der
numerischen Fehler kommen kann.
• Asymptotische Näherungslösung: Diese Problematik besteht beim asymptotischen Lö-
sungsansatz nicht. Den Ausgangspunkt bildet auch hier das skalierbare Zwei-Rand-
Problem, wobei unter der Annahme, dass beide Ränder hinreichend weit voneinander
entfernt sind (kleine ǫ), die Lösung für das Gesamtpotential günstig in einer asymptoti-
schen Reihe entwickelt wird (Kap. 6.2).
Die Modellierung des inneren Gebiets erfolgt jeweils ähnlich wie in Hell u. Becker (2016c)
vorgestellt: Die Rissfront des Sekundärrisses verläuft in der Grenzﬂäche diagonal von einem
ZFR zum anderen, und zwar in der Art, dass seine Fläche gerade 1/8 der Grenzﬂäche des
inneren Modells belegt (Abb. 7.4 b und 7.9 b). Dort, wo die Rissfront des Sekundärrisses auf
die Rissfront der ZFR im inneren Modell triﬀt, entsteht lokal eine neue 3D-Struktursituation.
Deshalb wird an dieser Stelle wieder jeweils ein Skalierungszentrum platziert, was in der
Zerlegung des inneren Gebiets in zwei prismatisch dreiecksförmige Teilgebiete resultiert.
Die nötige Anreicherung für den Sekundärriss in der Grenzﬂäche stammt, wie in Kapitel
16 Bei der Modellierung des inneren Gebiets ist auf eine gegenüber dem äußeren Gebiet konforme Rand-
diskretisierung zu achten. Dabei ist das innere Modell prinzipiell nicht auf eine SRFEM-Modellierung
angewiesen – beispielsweise sind auch eine reine FEM-Modellierung oder eine Mischung aus FEM und
SRFEM denkbar.
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Tabelle 7.1: Abklingexponenten λp,j des positiven Spektrums für 3D-Deformationsmoden am In-
teraktionspunkt Sekundärriss/ZFR bei der Diskretisierung ne=30. Zum Vergleich auch Abkling-
exponenten der Deformationsmoden der interagierenden 2D-Situationen ZFR und Sekundärriss
(DEL).
dreidimensionale Struktursituation
Def.-Mod. (1/2) (3) (4) (5) (6/7) (8) (9) (10/11)
Abkl.-Exp. λp,j 0,0 0,560 0,708 0,923 1,0 1,435 1,566 1,633± 0,309i
zweidimensionale Struktursituationen
ZFR (β= θ1=90◦, θ2=0◦) DEL (θ1=−45◦, θ2=45◦)
Def.-Mod. III II I (3) (1/2)
Abkl.-Exp. λp,j 0,468 0,517 0,650 0,500 0,500± 0,00018i
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Abbildung 7.7: Konvergenz des inneren Potentials für die Lastfälle SRB und URB, ohne (ǫ=0, in-
diziert mit ()1) und mit Sekundärriss (ǫ=1, indiziert mit ()2). Gestrichelte Linien stellen (a) die
mit einer Richardson-Extrapolation bestimmten Werte (Π i)ext bzw. (b) Näherungsfunktionen
der Form Cn−mΠe an die letzten zwei Datenpunkte dar.
5.1.6 für die ZFR-Situation skizziert, aus einer separaten 2D-SBFEM-Analyse mit einer
Superconvergent-Patch-Recovery für die Ableitungen der Winkelfunktionen.17 Die Abkling-
exponenten einiger Deformationsmoden der 3D-Struktursituation sowie diejenigen der dort
interagierenden Liniensingularitäten sind in Tabelle 7.1 angegeben.18
Die Berechnung der Potentiale Π i,Π a ist für die Bestimmung der inkrementellen Energie-
freisetzungsraten G¯ notwendig, welche wiederum für die Auswertung des Energiekriteriums
benötigt werden. Die Abbildungen 7.7 a und b zeigen nach dem Vorbild der Darstellungen aus
Kapitel 5.2.2 die Konvergenz des inneren Potentials Π i der Struktursituation mit Sekundärriss
(Index ()2) am Beispiel der Rissskalierung mit ǫ=1. Es sind die Ergebnisse für beide Lastfälle
SRB und URB sowie zum Vergleich auch jeweils die Ergebnisse für die Struktursituation ohne
17 Anmerkung: Der Einfachheit halber und gerechtfertigt durch den sehr kleinen imaginären Anteil in den 2D-
Abklingexponenten des komplex konjugierten Deformationsmoduspaares werden diese Deformationsmoden
bei der Anreicherung als zwei getrennte, reelle Deformationsmoden behandelt.
18 Es zeigt sich, dass keine starken 3D-Spannungssingularitäten auftreten. Alle Abklingexponenten bis λ=0
(Starrkörperverschiebungen) sind λ > 1/2. Dies unterstützt die These, dass konvexe Rissformen hier
energetisch günstiger sind als konkave.
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Abbildung 7.8: Vergleich der SBFEM-Lösung des skalierbaren Zwei-Rand-Problems und der
asymptotischen Näherungslösung anhand der negativen Diﬀerenz des Gesamtpotentials −∆Π
zwischen der Struktursituation mit und ohne Sekundärriss. Am Beispiel der uniformen Dis-
kretisierung mit ne=24 Elementen über der Modellhöhe sind die Lastfälle SRB und URB be-
trachtet. Einﬂuss der Anzahl der berücksichtigten Deformationsmoden und der berücksichtig-
ten Glieder/Entwicklungsterme der matrixbasierten Reihendarstellung auf die Genauigkeit der
asymptotischen Näherungslösung: Vergleich zwischen reduzierten Gliedern iΠ redp der matrixba-
sierten Reihendarstellung (b,c), die auf Glieder in ǫ mit vollständig bestimmten Koeﬃzienten
beschränkt sind (Einschränkungen (6.55–6.60)), und nicht reduzierten Reihengliedern iΠp (a,c).
Sekundärriss (Index ()1) dargestellt. Die Referenzwerte (Π i)ext zur Berechnung des relativen
Fehlers sind mittels einer Richardson-Extrapolation (vgl. Kap 5.2, Gl. (5.32)) bestimmt. Die
Konvergenz ist dank der geeigneten Anreicherung des Verschiebungsansatzes auch für die
Struktursituation mit Sekundärriss stets ungefähr quadratisch. Die Fehler sind generell klein
(Abb. 7.7 a), besonders im Lastfall URB. Es fällt auf, dass die Diﬀerenz ∆Π i des inneren Po-
tentials zwischen der Struktursituation mit und ohne Sekundärriss im Lastfall URB ebenfalls
sehr klein ist, während gleichzeitig die relativen Fehler in den Struktursituationen mit und
ohne Sekundärriss sehr unterschiedlich groß, gar von unterschiedlicher Größenordnung, sind.
Hierauf wird später noch zurückgekommen.
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Die Abbildungen 7.8 a–d zeigen am Beispiel der Diskretisierung ne=24 die negative Diﬀerenz
des Gesamtpotentials
−∆Π = Π1 − Π2
in Abhängigkeit vom Skalierungsparameter ǫ. Im Bereich ǫ ∈ [0, 1] ist punktweise das
vollständige Zwei-Rand-Problem mit skaliertem inneren Gebiet mittels der angereicherten
SBFEM-Formulierung ausgewertet (schwarze Quadrate bei ǫ=0,025, 0,05, 0,1, 0,2, 0,3, 0,5,
0,7, 0,9, 1,0). Diesen Ergebnissen sind die Kurvenzüge der in ǫ expliziten asymptotischen
Näherungsformeln (6.80, 6.51, 6.53) gegenüber gestellt. Für sie sind jeweils nur wenige
Deformationsmoden mit einem maximalen Abdeckungsbereich in den Abklingexponenten
von −3 ≤ λ ≤ 2 berücksichtigt. Weiterhin sind die asymptotischen Näherungen
−∆Π = −1Πp − 2Πp − 3Πp + ...
jeweils bis zum 1., 2. und 3. Reihenglied 1Πp, 2Πp, 3Πp in ǫΛ¯p dargestellt, wobei für Abbildun-
gen 7.8 b und d eine Reduktion der Glieder innerhalb der matrixbasierten Reihendarstellung
nach den Einschränkungen (6.55–6.60) vorgenommen ist.19 Es zeigt sich, wie schon in Kapitel
6.1 am Beispiel der Hohlkugel unter Außendruck beobachtet (Abb. 6.5), wie die fehlenden
Einschränkungen (6.55–6.60) zu einem instabilen Verhalten der asymptotischen Reihe, hier ab
einer Berücksichtigung des zweiten Glieds 2Πp der matrixbasierten Reihendarstellung, führen.
Generell sind aber vergleichsweise kleine Abweichungen zu beobachten, d. h. zum Teil sogar für
große ǫ und mitunter schon unter Berücksichtigung nur des ersten Reihenglieds 1Πp. Weiterhin
zeigt sich, dass die Mitnahme nur der Deformationsmoden mit −2 < λ < 1 (im positiven
Spektrum nur 3D-Singularitäten), wie schon bei den Grenzﬂächenanstrengungen (Abb. 7.6)
besonders im Lastfall URB, nicht ausreicht. Anders als noch bei den Grenzﬂächenanstrengun-
gen Edel ist hier sogar eine Berücksichtigung bis hin zu den Biegedeformationsmoden (und
ihren Gegenstücken im negativen Eigenwertspektrum) −3 ≤ λ ≤ 2 zu empfehlen. Insgesamt
zeigt sich die asymptotische Näherungslösung in den betrachteten Fällen weniger sensitiv
gegenüber der Berücksichtigung weiterer Reihenglieder iΠp, sofern sie durch die Einschrän-
kungen (6.55–6.60) reduziert sind (iΠ redp ). Sie können zwar zu einer merklichen Erweiterung
des Geltungsbereichs der asymptotischen Reihe beitragen, ausschlaggebend ist jedoch in
erster Linie die Berücksichtigung hinreichend vieler Deformationsmoden.
Die Abbildungen 7.9 a und b zeigen schließlich die inkrementellen Energiefreisetzungsraten
G¯ in Abhängigkeit vom Skalierungsparameter ǫ. Die Abbildung 7.9 b enthält weiterhin eine
Darstellung der Sekundärrissgeometrie innerhalb der Grenzﬂäche für ǫ=1. Die Energiefreiset-
zungsraten sind über Gleichung (2.116) und mit Hilfe der Größe des Sekundärrisses ∆A direkt
aus den Abbildungen 7.8 a–d ableitbar, wobei die Größe des Sekundärrisses ∆A quadratisch
mit dem Skalierungsparameter ǫ zusammenhängt:
∆A = (ǫ2/8)mm2 . (7.3)
Im Bereich ǫ ∈ [0, 1] sind entsprechend wieder punktweise die Lösungen für vollständige
inverse skalierbare Zwei-Rand-Probleme dargestellt. Zusätzlich sind die Ergebnisse für ǫ=1
mit einer detaillierten FEM-Rechnung (120 quadratische Elemente über Modellhöhe, uniforme
Diskretisierung) veriﬁziert.
19 Zur Erinnerung: Die matrixbasierte Reihendarstellung (6.51) des Gesamtpotentials enthält die Glieder
iΠp in ǫΛ¯p , aber iΠp selbst enthält durch die Berücksichtigung diverser Deformationsmoden auch Glieder
verschiedener Ordnung in ǫ.
230
Kapitel 7 Bewertung von 3D-Spannungssingularitäten mittels eines gekoppelten
Spannungs- und Energiekriteriums
0,20 1,00,4 0,6 0,8
8
6
4
2
0
·10−4
Skalierungsparameter ǫ
In
k
r.
E
n
er
g
ie
fr
ei
se
tz
u
n
g
sr
a
te
G¯
[N
/
m
m
]
Zwei-Rand-Problem
1. Term 1Π redp
2. Term 2Π redp
3. Term 3Π redp
Asymptotik bis
detaillierte FEM
ne = 24
−3 ≤ λ ≤ 2
(a) Lastfall SRB
0,20 1,00,4 0,6 0,8
8
6
4
2
0
·10−5
Skalierungsparameter ǫ
In
k
r.
E
n
er
g
ie
fr
ei
se
tz
u
n
g
sr
a
te
G¯
[N
/
m
m
]
Zwei-Rand-Problem (Ext)
Asymptotik 1. Term (Ext)
detaillierte FEM
1mm
0,5mm
ǫ=1
∆A 1
m
m
0
,5
m
m ∆a
∆a=(ǫ
√
2/4)mm
∆A=(ǫ2/8)mm2
−3 ≤ λ ≤ 2
(b) Lastfall URB
Abbildung 7.9: Inkrementelle Energiefreisetzungsraten G¯ für gleichschenklig-dreieckige Sekundär-
rissgeometrien der Größe ∆A ∈ [0, 1/8]mm2 in der Grenzﬂäche zwischen den Laminatlagen bei
Lastparameter P =1. Vergleich der vollständigen Lösung des skalierbaren Zweirandproblems mit
derjenigen aus eﬃzienter asymptotischer Reihenentwicklung sowie aufwendiger, detaillierter FE-
Analyse. In (b) Verwendung der extrapolierten Werte (EXT) einer Richardson-Extrapolation.
Bei der SBFEM-Methodik können prinzipbedingt keine gänzlich identischen Diskretisierungen
für die Konﬁguration mit und ohne Sekundärriss verwendet werden. Anders als bei einer FEM,
sind damit die Fehler aus beiden Rechnungen nicht immer von ähnlicher Größenordnung
und gleichen sich dadurch auch nicht mehr automatisch weitgehend aus. Besonders wenn
die Potentialdiﬀerenz zwischen den beiden Konﬁgurationen von gleicher Größenordnung wie
der jeweilige Fehler im Gesamtpotential ist, kann es zu merklichen Ungenauigkeiten bei
der Bestimmung der inkrementellen Energiefreisetzungsrate kommen. Im von homogenen
Dehnungen dominierten Lastfall URB macht sich dies bemerkbar. Hier ist zwar der relative
Fehler in beiden berechneten Konﬁgurationen jeweils sehr klein bzw. klein
ne=24 : |Π i1/(Π i1)ext − 1| ≈ 0,005% , ǫ=1 : |Π i2/(Π i2)ext − 1| ≈ 0,6% ,
liegt aber in der Größenordnung der Potentialdiﬀerenz (|∆Π i/(Π i0)ext| ≈ 0,005%). Dank des
gutmütigen Konvergenzverhaltens der angereicherten SBFEM sind mit Hilfe einer Richardson-
Extrapolation jedoch auch hier sehr brauchbare Ergebnisse zu erzielen (Abb. 7.9 b). Im Lastfall
SRB ist dieser Zusatzaufwand nicht notwendig (Abb. 7.9 a), da hier die Fehler der Konﬁgura-
tionen mit und ohne Sekundärriss von kleinerer Größenordnung als die Potentialdiﬀerenz
selbst sind (vgl. Abb. 7.7).
Die durchgezogenen Linien in den Abbildungen 7.9 a und b stellen schließlich die jeweiligen
Ergebnisse aus der in ǫ expliziten asymptotischen Reihe (6.85, 6.87) dar. Dabei sind jeweils nur
wenige Deformationsmoden, nämlich die mit −3 ≤ λ ≤ 2, nötig, um die Ergebnisse des ska-
lierbaren Zwei-Rand-Problems abzubilden. Im Lastfall URB wird auch für die asymptotische
Näherungslösung eine Richardson-Extrapolation verwendet, um gute Ergebnisse insbesondere
für die Transfermatrix k∗n zu erhalten. Dann reicht hier schon die Berücksichtigung des ersten
reduzierten Glieds 1Π redp der Asymptotik, um die Lösungen des skalierten Zweirandproblems
sogar bis einschließlich ǫ=1 abbilden zu können! Unter Berücksichtigung der ersten drei
reduzierten Glieder (bis einschließlich 3Π redp ) gelingt dies auch im Lastfall SRB. Damit hat
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sich die asymptotische Näherungslösung (zumindest für die betrachteten Lastfälle) entgegen
der anfänglichen Erwartung als weit über die Grenzen sehr kurzer Sekundärrisse hinaus
brauchbar erwiesen.
Bestimmung von kritischer Rissgröße Af und kritischer Last t
∗
f bzw. u
∗
f
Nun, da sowohl die Grenzﬂächenanstrengungen Edel als auch die inkrementellen Energie-
freisetzungsraten G¯ bekannt sind, kann eine Bewertung der Struktur- und Lastsituationen
aus Abbildung 7.3 nach dem gekoppelten Spannungs- und Energiekriterium (2.118) erfol-
gen. Die Festlegung der Rissgeometrie auf gleichschenklige Dreiecksrisse führt zusammen
mit der Bedingung, dass an jedem Punkt der potentiellen Sekundärrisse das Spannungs-
kriterium erfüllt sein muss, dazu, dass es für die Auswertung des Spannungsteilkriteriums
ausreichend ist, die Grenzﬂächenanstrengungen Edel entlang der Grenzﬂächendiagonale zu
betrachten (Abb. 7.6). Weiterhin sind dadurch nur noch der Lastparameter P sowie die Größe
∆A bzw. seine Diagonalausdehnung ∆a (Abb. 7.9) des Sekundärrisses als freie Variablen
geblieben. Im vorliegenden Fall linearer Elastizität mit kleinen Deformationen und einer
zu bewertenden schwachen Spannungssingularität lässt sich das im Allgemeinen zu lösende
Optimierungsproblem (2.123) auf die zwei in Kapitel 2.2.4 dargestellten Fälle reduzieren.
(vgl. auch Abb. 2.10): den Fall einer „global positiven“ (A) und den Fall der „global negativen“
(B) Struktur- und Lastsituation.
Für den Lastfall SRB wurde eine monoton über der Grenzﬂächendiagonale fallende Anstren-
gung Edel (Abb. 7.6 a) und eine mit zunehmender Größe ∆A des Dreiecksrisses monoton
steigende inkrementelle Energiefreisetzungsrate G¯ (Abb. 7.9 a) gefunden. Damit liegt hier Fall
A mit einer lokal wie global „positiven“ Struktur- und Lastsituation vor und die kritische
Sekundärrissgröße Af kann direkt aus Gleichung (2.125) bestimmt werden. Weiteres Einsetzen,
z. B. in das reine Energiekriterium (2.115), ergibt mit den Materialdaten aus Tabelle A.1 die
Versagensparameter kritische Last t∗f und Sekundärrissgröße Af
(t∗)SRBf = t
∗P SRBf = 13,066N/mm
2 und (7.4)
ASRBf = 0,0389mm
2 bzw. (7.5)
aSRBf =
√
ASRBf = 0,197mm mit (7.6)
ǫSRBf =
√
8ASRBf /mm
2 = 0,558 und (7.7)
ξSRBf = ǫ
SRB
f /4 = 0,139 . (7.8)
Für Lastfall URB sind die gefundenen inkrementellen Energiefreisetzungsraten G¯ nicht im
gesamten betrachteten Wertebereich monoton steigend, sondern weisen ein Maximum bei
ǫ ≈ 0,014 auf. Damit liegt hier Fall B mit einer lokal „positiven“ aber global „negativen“
Struktur- und Lastsituation vor. Da die Suche nach einer Lösung für Gleichung (2.125) im
Wertebereich vor G¯max erfolglos bleibt, ist die kritische Sekundärrissgröße automatisch auf
diejenige mit maximaler inkrementeller Energiefreisetzungsrate G¯max festgelegt
AURBf = ∆A(ǫ=0,014) = 0,245 · 10−4mm2 bzw. (7.9)
aURBf =
√
AURBf = 0,00495mm mit (7.10)
ǫURBf = 0,014 und (7.11)
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ξURBf = ǫ
URB
f /4 = 0,0035 (7.12)
und das Problem reduziert sich auf ein energetisch dominiertes. Die Auswertung des reinen
Energiekriteriums für AURBf ergibt dann den kritischen Lastfaktor P
URB
f :
(u∗)URBf = u
∗PURBf = 0,0042mm . (7.13)
An dieser Stelle sei angemerkt, dass bei solch kleinen Sekundärrissen eine Richardson-
Extrapolation der asymptotischen Reihenentwicklung von G¯(∆A) nicht unbedingt nötig
gewesen wäre. Hier hätte auch eine Analyse mit ne=24 einen sinnvollen kritischen Lastfaktor
PURBf ergeben:
20
(u∗)URBf =0,00414mm .
Abschließend soll eine Aussage zur Stabilität des Rissfortschritts in den beiden Lastfällen SRB
und URB erfolgen. Die inkrementelle Energiefreisetzungsrate G¯ stellt einen Durchschnittswert
der diﬀerentiellen Energiefreisetzungsrate G dar, weshalb an einem Maximum G¯max von G¯ gilt,
dass beide wertgleich sind (G¯=G) und G fallend ist (vgl. Gl. (2.117)). Wenn also im Lastfall
URB derjenige potentielle Sekundärriss, für den die inkrementelle Energiefreisetzungsrate
maximal wird, entsteht, dann ist für diesen mit einem stabilen Risswachstum zu rechnen.21
Folglich wird dieser Riss nur unter einer weiteren Erhöhung der Belastung wachsen und kann
nicht unmittelbar zu katastrophalem Versagen führen.
Im Lastfall SRB liegt hingegen eine mit zunehmender Rissgröße monoton wachsende Energie-
freisetzungsrate vor, sodass alle potentiellen Sekundärrisse instabil sind. Die Struktur tendiert
in diesem Lastfall also zum Totalversagen.
7.1.3 Fazit
In diesem Kapitel wurde die Verwendbarkeit der entwickelten, hocheﬃzienten Berechnungsme-
thoden für die Versagensbewertung von 3D-Spannungssingularitäten mittels eines gekoppelten
Spannungs- und Energiekriteriums im Rahmen der Bruchmechanik ﬁniter Risse aufgezeigt.
Die Validierung wie auch die Veriﬁzierung anhand einer Reihe weiterer Beispiele steht jedoch
noch aus. Für eine erste Validierung bieten sich die Versuche von Labossiere u. Dunn (2001)
an, auch wenn deren einfache Struktur- und Lastsituation das volle Potential der vorgestellten
Methodik nicht ausschöpfen würde.
Die gegebene Implementierung ist bislang auf gleichschenklige, ebene Dreiecksgeometrien
der Sekundärrisse beschränkt, kann aber entsprechend erweitert werden. In einem ersten
Schritt sollten ﬂexiblere Dreiecksgeometrien Berücksichtigung ﬁnden. Anschließend wären
auch Rissfronten, die nur noch abschnittsweise gerade sind, zu betrachten. Dabei ist darauf
zu achten, dass bei der weiteren Verwendung einer SBFEM-Modellierung für das innere,
den Sekundärriss enthaltende Gebiet die Vorteile der Methodik nicht durch eine zu klein-
teilige Zerlegung des inneren Gebiets leiden. Mit dieser Erweiterung könnten verschiedene
Rissgeometrien eingehend auf ihre energetische Vorteilhaftigkeit und Neigung untersucht
werden.
20 relative Abweichung |(u∗)URBf (ne=24)/(u∗)URBf (ext)− 1| ≈ 1,5%
21 zumal an den Defekt-Interaktionspunkten der betrachteten Sekundärrisse mit gleichschenkliger Dreiecksform
nur schwache 3D-Spannungssingularitäten vorliegen (Tab. 7.1)
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Bezüglich einer letztendlich vollständigen Bewertung einer Struktur mit Linien- (2D) und
Punktsingularitäten (3D) wäre auch eine detaillierte Untersuchung der Liniensingularitäten
und damit eine Betrachtung von 2D-Modellen notwendig. Dann könnte ein umfassender
Vergleich der Ergebnisse aus 2D- sowie 3D-Betrachtung und schließlich eine abschließende
Versagensvorhersage durchgeführt werden.

Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick
8.1 Zusammenfassung
Im Fokus der vorliegenden Arbeit stand die Analyse und Bewertung spröder Strukturen
mit 3D-Spannungssingularitäten, also Punktsingularitäten in den Spannungen, die in allen
drei Raumrichtungen auf eine charakteristische Art und Weise abklingen. Sie kommen
dann zustande, wenn Liniensingularitäten aufeinander treﬀen oder sie Diskontinuitäten in
der Stetigkeit oder Glattheit ihrer Linie singulärer Spannungen aufweisen. Die Analyse
von 3D-Spannungssingularitäten stellt eine besondere Herausforderung dar, da analytische
Methoden hier nur in den seltensten Fällen zu einem Ergebnis führen und rein numerische
Methoden zum einen wenig Einblick in die Mechanik solcher spezieller Struktursituationen
erlauben und zum anderen durch gewisse numerische Deﬁzite sehr aufwendig sind. Daher
wurde die semi-analytische Skalierte Rand-Finite-Elemente-Methode (SBFEM) genutzt,
die einerseits den geforderten Zugang zu einem tieferen mechanischen Verständnis der 3D-
Spannungssingularitäten gestattet und andererseits eine Abmilderung der numerischen Deﬁzite
einer klassischen FEM bietet.
Die strukturmechanische Interaktion vor allem rissartiger Defekte in Faserverbund-Laminaten
wurde mit Hilfe der SBFEM detailliert untersucht. Es wurden diverse geometrische Konﬁgu-
rationen sowie Materialvariationen betrachtet und hierfür die Deformationsmoden sowie ihre
zugehörigen Abklingexponenten λ (bzw. Spannungssingularitätsexponenten σ ∝ 1/(r1−λ),
wenn λ < 1) bestimmt. Eine erste Einordnung der Kritikalität solcher Struktursituationen
war anhand der Spannungssingularitätsexponenten möglich. Dabei ergab sich für eine Vielzahl
von Fällen, dass auch starke Spannungssingularitäten (λ < 0,5) angeregt werden können,
d.h. solche mit nicht nur theoretisch unendlich hohen Spannungen σ → ∞, sondern auch
theoretisch unendlich großen Energiefreisetzungsraten G → ∞. Als besonders kritisch erwiesen
sich Rissinteraktionen mit kleinen Winkeln zwischen den Rissfronten. Weiterhin wurden für
eine Auswahl von Risskonﬁgurationen diverse Lastfälle untersucht und die resultierenden
generalisierten Spannungsintensitätsfaktoren (GSIF) bestimmt. Dazu wurden die entwickelten
SBFEM-Modelle mit dem kommerziellen Finite-Elemente-Programm Abaqus R© über eine
Schnittstelle für Super-Elemente gekoppelt, um so eﬃzient auch größere Laminatstrukturen
zu berücksichtigen. Im Falle, dass nur ein Deformationsmodus angesprochen wurde und
entweder GSIFs oder Spannungssingularitätsexponenten identisch waren, war schließlich ein
tatsächlicher Vergleich der Kritikalität zweier Struktur- und Lastsituationen möglich. Dieser
Spezialfall trat jedoch nur in Ausnahmefällen auf, sodass im Normalfall ein allgemeinerer
Zugang, wie das Bewertungskonzept des gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums im
Rahmen der Bruchmechanik ﬁniter Risse, notwendig war.
Das gekoppelte Spannungs- und Energiekriterium postuliert eine Rissentstehung bzw. einen
Rissfortschritt, sobald ein solcher innerhalb eines überbeanspruchten Gebiets energetisch
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zulässig wird. Dies erfordert grundsätzlich neben der Analyse der Struktursituation vor
Rissentstehung/-fortschritt auch die Analyse aller potentiellen Struktursituationen nach
Rissentstehung/-fortschritt (mit unterschiedlichen Rissgrößen, -formen, -orientierungen, und
-lagen) und somit entsprechend eﬃziente Lösungsmethoden.
Es wurde eine angereicherte Formulierung der SBFEM, die enrSBFEM, zur eﬃzienten
Spannungsanalyse vorgeschlagen und implementiert. Sie kommt mit nur einem zusätzlichen
Freiheitsgrad pro Deformationsmodus einer Liniensingularität, mit dem angereichert wird, aus.
In ausführlichen Konvergenzanalysen wurde dargelegt, dass die Anreicherung der SBFEM die
Konvergenz- und Genauigkeitsproblematik der numerischen Methoden bezüglich aller auftre-
tenden Spannungssingularitäten löst. Die Anreicherungsfunktionen für den Separationsansatz
der Verschiebungen wurden dazu aus eﬃzienten 2D-SBFEM-Analysen unter Annahmen eines
generalisierten ebenen Verzerrungszustands (GEVZ) nach Pipes u. Pagano (1970) bezogen und
die notwendige Glattheit ihrer Ableitungen mit Hilfe einer Superconvergent Patch Recovery
(SPR) nach Zienkiewicz u. Zhu (1992) sichergestellt. Für die nun möglichen, vergleichsweise
groben Diskretisierungen der 3D-Probleme wurde eine der enrSBFEM angepasste Span-
nungsglättung, auf Basis ebenfalls einer SPR, entwickelt. Dabei wurden kontinuierliche und
diskontinuierliche Anteile des Spannungsfeldes getrennt, nur der diskontinuierliche Anteil
geglättet und die beiden Anteile schließlich wieder zusammengesetzt. Die Wirksamkeit dieser
Glättungsprozedur wurde anhand einschlägiger Beispiele demonstriert. Somit war mit der
enrSBFEM ein hochgradig eﬃzientes Werkzeug zur Analyse von 3D-Struktursituationen mit
Punkt- und Liniensingularitäten zur Verfügung gestellt.
Zur eﬃzienten Bereitstellung inkrementeller Energiefreisetzungsraten für Struktursituationen
mit 3D-Spannungssingularitäten und davon ausgehenden möglichen Folgerisskonﬁgurationen
wurde eine asymptotische Lösungsprozedur entwickelt, die auf eine iterative Lösung eines Zwei-
Rand-Problems der SBFEM (mit diskretisiertem Innen- und Außenrand) zurückzuführen ist.
Dazu wurde die Systematik zunächst anhand des einfachen rotationssymmetrischen Beispiels
einer Hohlkugel unter Außendruck dargestellt und im Anschluss verallgemeinert. Sie nutzt
das mitunter sehr schnelle Abklingen der durch Randbedingungen an einem Rand angeregten
Deformationsmoden zum jeweils anderen Rand hin aus. Daraus ergab sich eine (matrixbasierte)
Reihendarstellung für die Problemgrößen (Verschiebungen, Formänderungsenergie, etc.), die
explizit vom Größenverhältnis von Innen- zu Außenrandabmessung abhängt. Zur vollständigen
Bestimmung dieser waren für jeden dominanten Deformationsmodus zwei Randwertprobleme
an jeweils nur einem der beiden Ränder (Außen- und Innenrand) zu lösen. Bei der Betrachtung
von Folgerisskonﬁgurationen war es wichtig zu beachten, dass Innen- und Außenrand innerhalb
einer SBFEM-Formulierung ähnlich sein, d.h., durch eine Skalierung den jeweils anderen
abbilden können müssen. Da der Außenrand i. A. keine rissähnliche Geometrie besitzt, war
an den Innenrand ein inneres Modell anzuschließen, das den Folgeriss (Sekundärriss) enthielt
und genauso skalierbar war, wie der Innenrand.
Der damit zur Verfügung gestellte Rahmen zur detaillierten Spannungsanalyse und Be-
rechnung von Energiefreisetzungsraten wurde schließlich auf das Beispiel zweier, in einem
Faserverbund-Laminat aufeinander treﬀender Zwischenfaserrisse unter biaxialer ebener Be-
lastung angewandt. Zur Berechnung der Materialanstrengung der Laminatschichten wurde
das Cuntze’sche Versagensmoduskonzept und für die Grenzﬂächen-Anstrengung ein vom
Puck’schen Wirkebenenkriterium abgeleitetes quadratisches Spannungskriterium verwendet.
Für die Folgerisskonﬁgurationen wurde von ebenen, vergleichsweise kurzen, dreiecksförmigen
Sekundärrissen in der Grenzﬂäche ausgegangen. Die Dreiecksform war einerseits einfach zu
modellieren und stellte andererseits einen Kompromiss zwischen vom Spannungskriterium
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erlaubter konkaver (sternähnlicher) Rissformen und energetisch günstigerer konvexer (ellip-
senähnlicher) Rissformen dar. Die zugehörigen asymptotischen Näherungslösungen für die
inkrementellen Energiefreisetzungsraten wurden einer Konvergenzanalyse unterzogen und
durch vollständige Lösungen des Zwei-Rand-Problems mittels der enrSBFEM sowie durch
aufwendige und detaillierte Analysen mittels der klassischen FEM veriﬁziert. Schließlich wurde
das gekoppelte Spannungs- und Energiekriterium ausgewertet und dadurch kritische Lasten
sowie kritische Rissgrößen bestimmt. Damit war die Anwendbarkeit der entwickelten, eﬃzi-
enten Berechnungsmethoden für die Versagensbewertung von 3D-Spannungssingularitäten
mittels eines gekoppelten Spannungs- und Energiekriteriums im Rahmen der Bruchmechanik
ﬁniter Risse aufgezeigt.
8.2 Ausblick
Die in dieser Arbeit vorgeschlagene angereicherte Formulierung der SBFEM kann an vielen
Stellen ausgeweitet und weiterentwickelt werden. Aufbauend auf der bereits implementier-
ten Spannungsglättung, könnte mit vergleichsweise geringem Aufwand ein „a posteriori“-
Fehlerschätzer bereitgestellt werden. Mit diesem wäre schon vor einer aufwendigen Konvergenz-
analyse eine Aussage bezüglich der Lösungsqualität möglich. Ein solcher Fehlerschätzer wäre
auch für eine möglicherweise wünschenswerte adaptive Diskretisierung nutzbar. Weiterhin ist
ein Vorteil der enrSBFEM, dass die GSIFs der im Modell enthaltenen Liniensingularitäten
unmittelbar Teil der Randwertproblemlösung sind. Ihre Qualität ist in detaillierten Studien zu
untersuchen. Schließlich könnten, aufgrund ihrer Eﬃzienz und Genauigkeit, Programme zur
vollautomatisierten 3D-Rissfortschrittsanalyse auf Basis der enrSBFEM entwickelt werden.
Solche Programme existieren bisher nur für den weitaus simpleren 2D-Fall (Dai et al., 2015).
Auch die Kopplung der enrSBFEM mit einer XFEM-Formulierung wäre möglich.
Gegenstand künftiger Arbeiten zur Versagensbewertung an 3D-Spannungssingularitäten könn-
te die Betrachtung weiterer Struktursituationen und Lastfälle sowie eine Validierung anhand
experimenteller Daten sein. Dabei wäre eine ausführliche Untersuchung des Gültigkeitsbereichs
der asymptotischen Näherungslösung bezüglich möglicher Sekundärrissgrößen wünschenswert.
Ansonsten ist der zur Verfügung gestellte theoretische und praktische Rahmen auf jegliche
Eckeneﬀekte an Multimaterialfügungen (z. B. Laminateckeneﬀekt, Elektronik-Chips, etc.)
sowie natürlich weitere Defektinteraktionen in Laminaten (ZFR-DEL, ZFR-Rand, DEL-Rand)
anwendbar. Sollte sich das Konzept dabei bewähren, wäre in einem weitergehenden Schritt
eine Einbettung in kommerzielle Finite-Elemente-Programme und dabei eine weitestgehende
Prozess-Automatisierung wünschenswert, um das Anwendungsspektrum sowie den Kreis
potentieller Anwender zu erweitern.
Schließlich sind für eine vollständige Versagensbewertung von Strukturen nicht nur 3D-
Singularitäten zu berücksichtigen. Je nach Struktur- und Lastsituation können (und sind
es häuﬁg auch) die Liniensingularitäten versagenskritisch sein. Die in Kapitel 6 vorgestellte
asymptotische Lösungsprozedur zur Bestimmung von Energiefreisetzungsraten ist weitge-
hend analog auf zweidimensionale SBFEM-Modelle übertragbar. Dabei ist zu erwarten, dass
sich eine Implementierung dort simpler als im hier betrachteten 3D-Fall darstellen würde.
Ergänzt durch eine eﬃziente 2D-SBFEM-Spannungsanalyse könnte ein vergleichbares Be-
wertungskonzept auch für den 2D-Fall erstellt werden. Im Zusammenschluss mit dem in
der vorliegenden Arbeit vorgestellten Konzept für den 3D-Fall könnte so ein integriertes,
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vielseitiges Bewertungskonzept für jegliche Arten von Spannungssingularitäten in spröden
Strukturen entstehen.
Anhang A
Materialdaten
In Tabelle A.1 sind typische Materialdaten zweier endlosfaserverstärkter Kunststoﬀe angege-
ben.
Tabelle A.1: Materialdaten der UD-Schicht eines T800/Epoxid-Verbundes (kohlenstoﬀfaserver-
stärkter Kunststoﬀ, CFK, Hebel (2010)) und eines typischen glasfaserverstärkten Kunststoﬀes
(GFK, Schürmann (2007)) im Materialkoordinatensystem, 1-Richtung =̂ Faserrichtung.
Werkstoﬀdaten CFK GFK
Elastizitätsmodul in Faserrichtung E‖ 135 000MPa 45 160MPa
Elastizitätsmodul quer zu Faserrichtung E⊥ 9400MPa 14 700MPa
Schubmodul in Ebene parallel zu Faserrichtung G⊥‖ 4850MPa 5300MPa
Schubmodul in Ebene senkrecht zu Faserrichtung G⊥⊥ 3240MPa 5325MPa
Querkontraktionszahl in Ebene parallel zu Faserrichtung ν‖⊥ 0,35 0,30
Querkontraktionszahl in Ebene senkrecht zu Faserrichtung ν⊥⊥ 0,45 0,38
Zugfestigkeit in Faserrichtung Rt‖ 2800MPa −
Druckfestigkeit in Faserrichtung Rc‖ 2800MPa −
Zugfestigkeit quer zu Faserrichtung Rt⊥ 55MPa −
Druckfestigkeit quer zu Faserrichtung Rc⊥ 170MPa −
Schubfestigkeit R⊥‖ 90MPa −
Neigungsmaß p⊥‖ 0,1 −
Kurvenparameter b⊥‖ 0,1 −
Kurvenparameter b⊥ 1,0 −
Bruchzähigkeit der Laminatgrenzﬂäche Gc 0,14N/mm −
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